+ Ai 


j 
i 
1 


\ 


ATY » 1 
VW 


em 
-4 


sistemelor liniare . . 


după prima aproximaţie . . 


tabilitate prin 


s 9 ὁ € ὦ ο ο . 


isteme de control automat. 


ucleul 
Functiile intregi 


pentru 


Sistem 


it si ecuatiile intesra 
in care necunoscu 


Astfel de ecua 


în diferite ştiinţe 


。 Ele sint în general numite 


poate fi privită ca fiind o ecua 


ctia necunoscută sub una 


a 


ーー テーーー ーー a 


3Pir £ numit + 3 t ati 
c e I e E - 1 Lou 1:51 Bad ue て Tice 
ο TN ta a 
I(V,X ) = L 


e a lui (tx). De asemenea, fie f(t x) = 


- 0 gi e(t ZO în (t Ly + Atunci 
na O 


dezvolta aici legätura cu teoria exister 


O 
> 
+ 

た 
-. 
の 
o 
トー 
ο 
ct 
m 
o 
H 
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Astfel, x(t) = te(t +ç) cu C real arbitrar reprezintă mul- 


timea tuturor soluțiilor ecuației date. Afirmația de mai sus 
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plu: sá gasim velorile 
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Anumite tipuri で っ ecuaţii (diferențiale si 918 is- 
| pind de parametri, Di:cutia acestor ecuaţii viter la pere- 
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Cititorul va găsi în acest capitol o teo- 


cu caracter local, numeroase rezultate fiind 
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Pentru usurin- 
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Capitolul Vi este dedicat teoriei ecuaţiilor integrale Vol- 
terra. Ultimul paregraf al aces capitol sugereazä posibili- 
tatea de a folosi teoria ecustiilor integrale Volterra in 
sirea unor rezultate privind sistemele diferentiale (me 
seamă aspecte” globale). 

Capitolul VII se ocupă de discuţia generală a 
tegrale de tip Fredholm si de unele probleme 
de teoria spaţiului Hilbert. 

Capitolul VIII 
autoadjuncte. Această teorie 
portanta problemë a existenței v 
proprii ale sistemelor Sturm - Liouville care apar, 


in mecanica 1 să amintim celebrul arti 


al lui Schródinger „Quantisierung & Bigenwertproblem" , } 
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în faptul că soluţia poate fi exprimată explicit. Oricum, mu 
este obligatoriu ca într-un asemenea caz sá ne gäsim in fate 


Formulele apărute în aplicarea acestor 


unei probleme simple. 


metode pot solicita in afará de integrarea unor anumite 


tii, operafii de aflare a inversei unei functii date, poste o- 


peratii ce nu pot fi efectuate prin 


$ 1.1. Ecuatia liniarä de ordinul I. 


Ecuatia liniară generală de ordinul intii are forma : 
(1) x = a(t)x + b(t), te(t,,t,) 
e continue în (t,,t,). 8 
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socia lui (1),conditia iniţială”: 


(2) x(t.) = Xo, X, 
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trat cá x(t) satisface (1). Mai întîi să remarcăm cá x(t) 
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(5) δν) € a(t)y(t) + b(t) , telt to). 


Dacă ştim cá y(t) satisface de asemenea 


(6) (τς) Ex, s 


atunci ob;inem 1 


(7) y(t) < x(t) , telt to) 


unde x(t) este dat de (3) 
Pentru a demonstra (7), putem urna calea de mai sus (nm 
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ce funcţia diferentiabila y(t) care satisface (5) si 
tisface de asemeuea (7). Der nu orice fvuctie ce satisface (7) 
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a lui も unde soluţia este definită, obtinem : 


d A ο 
1 ^ p i 
: (1) zu = ) f(s)as , 
E gu t, 


în care am ţinut seama de condiţia (2) si am efectuat schim- 


barea de variabilă u = x(t) în prima integrală, 


Dacă G(u) este astfel ca 


(12) ᾱ (9) = stay て (jo) 。 
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atunci (11) este echivalent cu 
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(15) G(x(t)) = Gx.) + J fs)as 
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Pe de altá parte, G(u) este strict crescátoare pe (Xx, κο) 


ceea ce implicá existenta functiei inverse e? Prin urmare, 


(13) este ecbivalent cu (10) . 


Deoarece (10) contine pe G, care nu este unic determinat 


| de (12), nu putem trage concluzia cu soluţia e unică. Dar es- 


te numai o dificultate aparentä deoarece (13) este echivalent 


cu 


も 
(14) H(x(t)) = H(x,) E f f(s)ds , 


| unde H(u) este o altă prinitivă a funcţiei zu .D 


[5] 
w 
E^ 
o 
5 


rezultä 


(15) 


relatie echivalentä cu (14), deci gi cu (10). Cu alte cuvinte, 


x(t) este aceeaşi, indiferent de modul cum alegem primitive 


pentru 1/g(u), fapt ce demonstroaz: 
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In consecintá, dacă presupunem existenţa unei soluţii a 
lui (8) cu conditia initialä (2), gásim cä ea este unic de- 


terminatä si exprimatä de (10), unde G(u) este precizat mai 


sus. 
Considerám ecum functia x(t) datä de (10), sau in mod e- 
chivalent de (13) şi sá demonstrám cá este definit într-o ve- . 
cinătate a lui t, si satisface atît (8) cit si (2). 
In adevár, Gl are ca domeniu de definiţie mulţimea valo- 
rilor functiei G(u), u € (x4,x5) 。 Deoarece G(u) este strict 
crescátoare multimea valorilor sale este un interval deschis, 
deci G(x,) apartine domeniul valorilor lui G(u), impreunä 


ου ο vecinätate suficient de micá, sá zicem V. Vom avea G(x,)+ " 
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tru t apartinind unei vecinátáti a lui to Mai precis, x(t) 


este definitá pentru acele valori ale lui t pentru care 
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vom folosi (13) ín loc de (10). Rezultá 
UG). 308) = τα. 
si tinind cont de (12) obţinem 
x(t) = f(t)g(x(t)) , 
ceea ce demonstreazá teorema. 
Observaţie, Formula (10) cere două -operații de integrare, 
anume integrarea funcţiilor f(t) si で に) si calcularea func- 


tiei inverse cu) . In consecinţă, integrarea unei ecuaţii 
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tegrarea unei ecuaţii liniare de primul ordin. 


$ 1.3. Ecuatia diferentialä exactá 


Scopul nostru este studiui ecuatiei diferentiala 
(16) M(t,x)dt + N(t,x)dx =O, 
in ipoteza cá membrul sting este diferentiala exactä a func- 
tiei F(t,x) : 
(17) dF(t,x) = M(t,x)at + N(t,x)àx < 

Dacá existá ο functie F(t,x), astfel ca (17) sá aibá loc 
într-un domeniu dat, ecuaţia (16) este numită ecuaţie diferen- 
tialä exactă. 
1 Sá formuläm aoum conditiile in care ecuatia (16) este ο 
ecuatie diferentialä exactä si sá folosim acest fapt pentru 
ao integra. 

Teorema 1.2. Se consideră ecuația (16) cu M(t,x), N(t,x) 


OM/ ἃς si 9N/ dt continue într-o vecinătate a punctului 
(too) + Dacă 


(18) dM(t,x) η ON(t,x) 
ox Ot 


în vecinătatea data si N x.) Æ O , atunci există o solu- 


a ecuatiei (16) care satisface conditia ini- 


tislá x(t) = x si este definită într-o vecinătate a lui to 
Demonstratie : Datoritá ipotezei (18), putem lua 
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(19) F(t,z) = } MCT ,x)dT + T N(t 3 az , 
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cu (t,x) apartinind vecinätätii lui (tox) în care M(t,x) si 
N(t,x) sînt definite. 
Acum, este evident cá (16) este echivalent cu F(t,x) = C, 


cu C constantă arbitrară, Pentru ca funcţia x(t) de 
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implicit de F(t,x) = C, să îndeplinească conditis iniţială 
von lua C = F(t x) Prin urmare, functia x = x(t) defini- 
tá de 
(20) F(t,x) ー F(t 59%) = 0 
este solutia problemei noastre. 

Faptul cá formula (20) definegte intr-adevár ο functie 
x = x(t), decurge imediat din teorema de existentä a functii- 
lor implicite Avem OQF/óx = N Æ O într-o vecinătate a lui 
(5030) şi aceasta este condiția cheie pentru aplicerea te- 
oremei mai sus enuntate. Functia x(t), unic determinatá de 
(19), va fi o funcţie diferentiabil într-o vecinătate a lui to 
si va satisface (16), dat fiina faptul cá satisface (20) - 
echivalent cu (16). Ea satisface de asemenea condiţia iniția- 
18 cerutá. 

Teorema 1.2 este complet demonstrată. 

Observaţie. Condiţia (18) asigură că F(t,x) dată de (19) 
este astfel ca (17) să aibă loc. Ea este satisfăcută pentru o 
cl_asă foarte săracă de ecuaţii diferenţiale de forma (16). 

Pe de altá parte, ecuatia (16) este echivalentá cu orice 
ecuatie de forma 


(21) も,z)| udat + RCtax)dz] = 0, 


cu g (t,x) #0. Ecuația (21) este o ecuaţie diferenţială e- 
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ot dx ot ox 
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numai continuá 


mi 


se anulează, pentru x-O0. 


onsecintá trebuie sá considerám ecuatia (23) separat pen- 


tru x>O şi apoi pentru x«O0. Este interesant de remarcat 
x = este ο solutie a lui (23), definitá pentru orice も 
ΤῸ Ele 


Să consideră: primul caz, x>0. Dacă ne referim la notati- 


ile precedente (vezi 1.2), atunci avem t, =- o, to = + 00, 
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= + 00, g(x) = 3x""“. Obtinen G(u) = 


pentru τος ΘΠ 

De fel, orice funcţie x(t) datá de (24) este definitá 
pe intreaga exá realä. Deosrece x15. $, este o constantá 
arbitrară, pentru x. si t, arbitrari, urmează ca funcţia 
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este de asemerea o soluție pentru ecuaţia (22), definită pe 
întreaga axă Graficul acestei funcţii poate fi desenat 
cu ușurință, Este arătat in figural. 


x οἷς β 


4 Dacá a= p atunci (26) se reduce la (25) si graficul es- 


te parabola cubică aefinitä de către această 
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în care toate funcţiile sint continue p 


si kt)> 0. 
Rezultatul principal referitor la 


urmätoarea t 
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Lema (Gronwall). Dacă conditiile de mai 
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Demonstratie. Sá notám y(t) = $ k(s)x(s): 
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y(t) = k(t)x( も ) € k(t)b( 


sau 
(29) y(t) < k(t)y(t) + k 
Inegalitatea (29) este de forma ( 


urmeazá (vezi (6) si (7) ) 


care conduce in 
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1. Se consideră ecuaţia diferenţială 


ER T. n 
x = alt)x + b(t)x 
unde m este un număr real, m Æ Ον 1 
func tii reale, continue pe un anume interval (ο, p? de pe 
axa reslá. SÉ presupunem cá x = x(t) este o solutie 
vă a ecuaţiei lui Bernoulli po (g jf ER 
ag x l-m 14 Κα 
Să se demonstre > A satisface ecuatia 
(i-n)a(t)y + (1-n)b(t) . 
Sä se deducä din ccnsideratiile de mai sus o metodä pentru 
integraree ecuatiei lui Bernoulli. Să se discute valabilitatea 


acestei metode 


2. Se considerä ecua 


unde alt), b(t) si 


アフ 


sá se arate cá 4η gene xistá soluţii ale ecuaţiei 


interval dat (ο, 
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lui Riccati cere nu sînt definite pe intregul interval (d,f). 


Mai precis, astfel de so 


xj) a ecuatiei 


inoscutá cu 
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TEOREME DE 


capitol este de a stabili rezultatele prin- 
cipale privind existenţa şi unicitatea soluţiilor ecuaţiilor 
diferențiale ordinare. 

Vom folosi metoda clasică a aproximatiilor succesive, meto- 
dá ce constă în construirea unui şir de funcţii (scalare sau 
vectoriale), aşa fel încît limita acestui şir în sensul conver- 
gentei uniforme să fie soluția ecuaţiei sau sistemului dat. 

Un alt instrument important pe care-l vom folosi în acest 
capitol este criteriul de compactitate pentru familii de func- 
tii continue. Acest criteriu, numit si lema lui Ascoli-Arzela, 


va fi folosit în cîteva din capitolele urmätoare. 


us 


2.1. Ecuatia de ordinul întîi 


Se consideră ecuaţia de ordinul întîi , 


(1) x = f(t,x), 


unde f(t,x) este o funcţie continuă de (t,x), în dreptunghiul 
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2) x(t ) = á 
(2) (to x 


ă presupunem cá x = x(t) este soluţie a ecuaţiei (1), sa- 


un 


tisfácina conditis (2), soluţie definită într-o vecinătate a 


lui t= t. notată prin I = {ts lt -t,l«d « a] 2 
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iderä ecuatia diferentialá 


Teorema 2.1. Se cons 


presupunc οὔ : 

1) functia f(t,x) este continuă pe (Dj ; é 

2) pentru orice pereche de puncte (t,x), (t,y)€D, avem 
(5 If(t,x) = £(t,y)l € L Ix t yl 3 
unde L > 0 este ο consten“: data. 

Atunci, există unicá a ecuaţiei (1) 


nd condiţia inițială (2) şi definită pe intervalul 


PER ν ^ b 
(6) It: tico = min (a, q)» 


ο 


Ple ww) 


unde li = sup lf(t,x)l , (t,x)€D. 


In plus, x(t) este limita sirului [x, (6) dat de rela- 


x(t) sînt 


continue pe |t -t Ι«ἆ si ea xt) = lin x (4) existá ín 
n— oo 


onvergentei uniforme. Urmeazá färä nici o dificultate 


ci x(t) este o soluţie a ecuaţiei (3), deci şi pentru (1),(2). 


4 ns ur が 5 > - ^ 

-entru fie x (t) = xg? telts €um 3 ty + a), 

lin (4) rezulvà pentr n= 1, 
t 
(7) x(t) = κο + ἡ r(syx。)e 9 
ο 

ceea ce Gemonstreazá c? x (も) este continuä pe | も - tol < Bs 
deci pe intervalul | も - NET . In plus, din (7) obtinen 
(8) lxt) = xls It - vx «D 
dacă It - tols SS 

ex " p 

Sz lt-t_ Is , 
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deducem că 
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(9) lx (6) = zl € Mit -tls MG<b。 
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Prin urmare, conform principiului inductiei matematice 。 も で 8ー 


gem concluzia cá [x, CO] este format din functii continue 


pe |! gi orile lor apartin intervalului |3 
Cu alte cuvinte, t))€D, It - NET 7:35 
Sá demonstrám á girul [xc] este uniform 


ecuatia (4) 


Din (7) si (10) obtinen 


x(t) - x.(t)l € 


Tinínd cont de conditia (5) obtinem 


- 28 - 
x 14922 x * $ f(s,x,(s))às > 
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I) - apt € I$ |£(s,x,(s)) - £(s,x, 3 (5))l asl. 


Din relatiile (5) si (13), obfinen : 
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Dar (14) este chier (13) cun + 1 in loc de n. Prin urmare (15; 


are loc pentru n = 1,d,... 


uniform pe |t - τοὶ «ὁ 。 In adevár, 


(17) 1£(4,x,(4)) - f(t,x))] € Liz (t) - x(t)! . 


Tinind cont de (16), obținem din (4) pentru n —» oo : 
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x(t) =X. + { f(s,x(s))ds , 
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care nu este altceva decit ecuatia (3 
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(18) yit) = x, + $ f(s,y(s))ds 
ο + 
"ο 
pe It - tl , urmează y(t) = x(t). 


ο 

Dar |y(t) -x,jl£ Ὁ pe lt- tled  , y(t) fiind o soluţie 
a lui (18). Rezultă cu uşurinţă din (19) că 

(20) iy(t) - xy (4) < bL | も - tol 

pe It - t | きす 。 Sá presupunem acum 


Prin urmare, (21) are loc pentru orice n. Aceasta conduce la 


«31. τω 


(22) x(t) = 。 1iz1,25,..jn 

Inainte de a considera problema existenţei gi unicitätii 
soluţiei, vom introduce notatis vectorială. 

Fie x= (x, + ++ να) un vector n-dimensional, ale cärui 
coordonate sínt numerele ο +... AR Este bine de stiut cä 
vectorii de dimensiune n formează un spaţiu liniar peste cor- 
pul numerelor reale (sau complexe) in raport cu operatiile de 
bazä definite astfel : 

I. Dacă x = κ. 2I y = CETERI atunci x +y = 
= (x, + Jys Xo + YooreesXy, + In) è 

II. Dacă x = (x, Xoe ee Xp) şi c este un scalar, atunci 
cx = (ox, yee, 0X.) « 

Pentru vectorii reali, norma este datá de 

ll xl = (x8 + coe + y? 
şi următoarele proprietăţi ale sale sînt fundamentale : 

a) zl > 0, egalitatea fiind posibilă numai pentru 

x-202(0,..,0). 

b) lx + yl < Ilxll+ liyl pentru orice pereche x,y. 

c) Hex = οὶ | xil , unde c este un scalar iar x un vec- 

tor arbitrar . 


4) pentru orice x = (Xj reee Xp)» avem 


max 1x1 <i xl € n max ESI , 


n 


n 
Ped tats. 2 jaia 
j=1 ὁ q j! 


O funcție vectorială x = x(t) = (x (6) yo .. X Q2), este 


complet determinatá de multimea celor n functii scalare - coor- 


donatele sale. 


Este posibil sá ge extindA notiunile analizei clasice (adi- 
că noţiunile ce se referă la funcţii scalare) la functiile vec- 


toriale. 


De exemplu, putem spune cá lim x(t) = jj » dacă si numai 
t> to 


dacă lim llx(t) =F] = 0 e Din inegalitätile 
t> t$ 
n 


max. 12,06) - Y, < Παίο) - TNC 2- 1x40) το, 


rezultä cä x(t) nd pentru t -> t, dacá si numai dacä 
x(t) — Y 4° pentru t — to . 32 1127059) Ma 

Este evident cá o functie vectorialá x = x(t) este conti- 
nuă in t = to» dacă şi numai dacă toate conponentele sale sînt 
funcţii continue în acel punct. 


Derivata unei funcţii vectoriale poate fi defirită prin 


aa dm z(t + h) - x(t) 
b>o 


h 


dacá limita existá. In concordantá cu observatia de mai sus , 
acest lucru se petrece dacă gi numai dacă 
x.(t + h) - x,(t) 
lim sc re tsi 
h— ο h 
există pentru orice j, j = 1,2,...,n. Obtinem 
x(t) = Ga G2,..., x (t)) 3 


In ceea ce priveşte integrarea unei funcţii vectoriale con- 


tinue, consideraţii elementare conâuc la următoarea formulă : 


b m 
t)dt = li 2. (t, - 5 = 
jc Ἔα mC Cty = t) 


b b 
= (Multa. (t)dt) . 
comes jn 


O inegalitate privind integrala unei functii vectoriale,joa- 


cá un rol important in consideratiile care urmează, Anume , 


= sue 
b 


b 
(28) IlUzt)at | < $ llz(t)ll dt , 
8 a 


unde x(t) este continuă pe [a,b] , a «b. 
Inegalitatea (28) rezultá cu ugurintá din 


m m 
| と TI. = t, II 3 Wx(T OM Ct, = t D s 


trecína la limită în ambii membri în sensul cerut de definiția 
integralei. 

Este evident că raționamente asemănătoare au loc pentru func- 
tii vectoriale de mai multe variabil>. 

Acum să revenim la sistemul (26). Dacă notăm 


(29) £(t,x) = (£1 C8,x4 TSE DD) A 


atunci (26) poate fi scris ca 
(30) x= fitr) ; 
adicá într-o formă identică cu cea din cazul scalar, cu singu- 
ra deosebire că x si f sînt acum vectori (mai precis, funcții 
vectoriale) . 

Condiția inițială (27) este echivalentă cu 
(31) x(t,) = x, 
in care x° este un vector n-dimensional dat (vom folosi pen- 
tru vectori notatia cu indicii sus, pentru a evita confuzia ce 
poate apare prin faptul cä indicii inferiori indicä componen- 
tele vectorului) . 

Puten formula acum teorema de existentä si unicitate pentru 
sisteme: 


Teorema 2.2. Sá presupunem că sînt satisfäcute urmätoarel 


と ὯΝ = 
2) f(t,x) satisface o condiţie Lipschitz $n raport cu x 
(32) (πια) = Fi) € Lix - y! 
Atunci, existá o solutie unicá x = x(t) a sistemului (30), 


isfácina conditia initialä 1). Aceastá solutie este defi- 


a 
nitá pe intervalul 
(33) lt -t,1<$ = nin la, 8] ; 
unde M = suplif(t,x)l , (t,x)€4 
In plus, solutis este limita uniform’ pe lt - t ls d a 
Sirului de functii vectoriale [z^ (61 „unde x°(t) zx? gi 
i 


z(t) = x? + f £(s,x?71(s))as, ü-)1,2,v.. 


to 


Demonstrația acestei teoreme urmează aceeaşi cale ca şi de- 
monstratia teoremei 2.1. Vom lua în consideraţie că x şi f 
sint vectori si în consecinţă, in locul valorii absolute, va 
fi folositá norma. Cititorul este invitat sá ducá singur 18 
sfirsit demonstratia teoremei 2.2. 


(32) (conditia Lipschitz) 


poe 


Observaţie. Este uşor de văzut c 


este echivalentă cu i 


(34) ια 


1 


n 
f 4 ^ y 
¡Xy 3509 ¡X ー f, Fay... ES . ‚= ya 
(t, 1? . Xy) f,(t,77» Tn | < “Ἢ À Ix yy) , 
pentru un Ly convenabil ales. Vom tine cont de proprietatea 
normei exprimaté de d). 


O altă formă echivalentă a conditiei.(32) este 


(35) Ifa CO xe Xp) - £5 (6,97 +++.» AD] < Lo mex lz; - 7,1 


ー $5 - 


8 2.5. Ecuatii si sisteme de ecuatii de ordin 
Superior 


Teorema 2.2 este mai generală decît poate să pară la pri- 
ma vedere. Tn realitate, ecuatiile gi sistemele de ordin su 一 
perior pot fi reduse prin transformári elementare la forma(26) 
din $ 2.2. 


Sá $ncepem cu o ecuatie de ordinul n 


(36) x) 。 £(t,x,x,...,x 1712) 
unde f(t,x,Xj se ee 1) este continuá ín mulfimea 
CIL» 1% - t9! € a, Ix -xj£$ db, Ix, - x, I< Dress lx, y - 
= < 
E 1,9 8 b 
şi satisface de asemenea o condiţie Lipschitz . 


(27) [£(%,x,X, 1... Xa) - LY Y] ++. 35 3)l € 
£ L(Ix - yl + Ix, = δα! Host Im y = 31) ο 


Este foarte usor sá reducem ecuatia (36) la un sistem de 


ordinul intii de forma (26) din $ 2.2. Intr-adevár, sá notám 


x = Xi» X = Xi = Xp peses κ(Ώ-1) _ E = X,_1 ・ Atunci (36) 


devine 


ET. 


Eo Ξ PC Xq 100. αρ] 
Prin urnare, dacä x = x(t) este o solutie a lui (36) pe un 


; atunci 


x = x(t), x xj oor; x = x (2173) 


solutie a sistemului 


He tied < 


Atunci, x 


m 


ο GC, x Cb) ouo 
tl 
un interval dat 
este o soluţie a ecuaţiei 
trebuie arátat cä 


afirmatie, 


‘inind cont de teorema 


*n-1,0 


uce la urmätoarel 


2, putem enunta urmátoarea teore- 


istentä si unicitate pentru ecuatia (36) cu conditia 


F 


une 5 
UNC y 


ie 


pe intervalul |t - ted S a, cu ὁ suficient 
de mic. 
Este interesant de arătat cá procedeul folosit sus este 


otsest a Ctx + b(t 


\ 
(XX. 5 E D E 


observăm cá proprietatea unei ecuaţii 


fi sau nu omogenă (adicá b(t) =0) este de asemenea pästı 


prin aceas transformare. 


Cazul sistemelor diferenţiale de ordin superior nu 


simplitate, că aven un siste 


funcţii necunos 


(m . 
4 O2 e Tb. 


(m) + : 
y = g(t,x,x 


:á (41) este echivalent cu urmätcru] 5- 


a 
M 
Ro] 
ο 
ul 
a 
o 
< 

pr 
S 

に 

cr 
A 


~ = Pf M or - bu 
4 “n=l λα 


= GCG A rr rro Yu 


Conditiile iniţiale vor avea forma 


sa 
" 
m 
ct 
ペン 
sa 
1 
1 
aa 
ct 
ペン 
t 
ta 
τα 
M 
N 
B 
i 
pa 
“> 
ct 
ÎTI 


yt も P yigg ἃ ER 
ο 1,0 J ο m 
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Lăsăm în grijă cititorului formularea teoremei de exis- 
tentá si unicitate corespunzătoare lui (41), (42), analog cu 
Teorema 2.3. 
Consideratii similare pot fi fäcute pentru sisteme diferen- 
tiale de ordin superior, cu mai mult decît dová funcţii necu- 
noscute. 


de existentá a lui Peano 


Conditia Lipschitz pe care am admis-o în teoremele preceden- 


fost clarificat de Peano, care a dat ο de- 


nonstratie cu totul nouă a existenţei soluţiei, 


Inainte de a demonstra teorema lui Peano, vom enunfa un cri- 
teriul de compactitate pentru familii de functii continue pe un 
interval dat I= [a,b]. 


Lemá (Ascoli-Arzelá). Fie. F= {f(t) ο familie infinită 


de functii continue (reale) 


stfel încît  |f(t)/< M entru orice t € I si orice fEF; 


existä _ す >0。 astfel ca 
If(t) - f(s)I«€ for It-si<ö „fef 。 


Atunci F este relativ compactä in sensul convergentei uni- 
forme pe I, adică orice parte infinită a lui F contine un şir 
uniform convergent pe Il. 

Demonstratie. Sá considerám mulfimea {ta} a tuturor nu- 
merelor raționale în [a,b] . Se ştie cá această mulțime este 
numärabilä si prin urmare putem întrebuința notația de şir, 


Să presupunem acum că G este o parte infinită a lui F. 


9 
Fárá a restringe generalitatea, putem presupune cá G este un 


d şir de funcţii G = [2,00] ; 
Teorema 2,3. 

Acum, să considerăm şirul numerelor [es rj] . Aven 
Consideraţii 5; 
ut je Cr € M si din acest sir (care este mărginit) putem 
tiale de ordin sur, = 

extrage un subsir convergent, fie [ερ ry} ο Este ştiut că 

noscute, 
' şirul funcţiilor EMO] este convergent in t = Ta. 


Aplicínd acelaşi procedeu ca cel de mai sus pentru Its), 


putem gási un subgir, fie ffant) » care converge in t - r5. 


Ca subgir a lui [ts 09] à [£24,097] converge de asemenea 


in t= rjv» 


Putem proceda mai departe in acelaşi mod si obținem şiruri- 


onstratie « tu) , le [5.09] ; X22 , cu proprietăţile următoare : 
taint 9 8 den. e NO] ον νὰ ον [f] ο. 
teriul de compact 11 


de μι. " ECES 
interval dat ] 


Tuy! 
Lema ( iScoli-Ar:, T 
AUT 114 


de functii 


Să considerám acum şirul de funcţii f. (5) El este un 


7 continue |. subsir el oricărui şir O) s K= 1,2,... exceptínd e- 
Ail 
1) F este unifon, | 


astfel încît [{(0}| 


equi sus. Deci f£ (t)] converge in t = Py s K= 1,2,... cu al- 
J 


も raţional € I. 


uniform convergent pe I, In- 


Atunci F este re] 


si sí 
T ma T 
forme pe I, adici oi considerä 


uniform conver: 


cm convergent p. 


Sg: tervalul I, 


Demonstratie, 


merelor rationale íi 


numárabilá 51 prin 


Să 
28 presupunem g 


N 
lon 
4 
Ulm 
+ 
" 
m 


Intr-säevär, din |t - τοι d rezultă 


şi fam (tg) - fa Cl € 


Μον 


(も) = Zana) < 


と 
う 
pentru toţi m,n. Pe de alta parte, sirurile E j A 


] < q < p , sint convergente gi putem scrie ¡EMS ) = fna C6, 


q 
‚ 1<a<p pentru nas N (E). 


ezumind ultimele consideratii, obtinen 


le -fga IE , CEI, nma NCE), 


(t) 
nu : 


E 


cesa ce ínseamná cá EMO] este un gir uniform convergent. 


Lema este demonstratä. 


Corolar. Fie # = ο multime infinitá 


vectoriale continue pe 


făcînd urmátoarele condiții : 


Demonstratia va rezulta i 


) a E 
f = [5.2] > wide  f,(t ordinul k 


3134 γί = κα, ο P 
Ul Tb), Ἐ-ΞπΤιξεεον «ὮΙ Si egal 


© 


Fie Go a ea un 
(mea 4 - A i 
hs (t? 。 Pe baza observay func ti 


" 


înseannă c 


este demonsty 


Corolar. 


es 


Sint 


cony 


a< p 


ultimele 


ϱ)| 


- p 


a 
mm 


Fie ¥ 


—— 


ὶ 


AN vg 
em gasi 


ste 


δ» 


f(t) = e 


i 


Munci 7 


Ne pe I. 


toriale contin: 


ind urmnátoaro]g 


s ow 
9) 2; este sous 


O 


ess; 
< や va 


1 
demonstratia 


ji a 
ή 

inue 
lie 


( 


>a 


uni Fort 


pe 


4 


= Nh - 
scalare E aste uniform márginit si echicontinuu, deci 
confine un subşir uniform convergent (5%) 。 Prin acelasi 
procedeu, din şirul £262] extragem subgirul uniform conver- 
gent ro} Si aga mai departe, Astfel şirurile [80] 
vor fi uniform convergente pentru orice k = 1,2,...,n şi deci 
şirul de funcţii vectoriale (ej, este uniform convergent. 

Să considerám acum ecuaţia diferenţială scalară : 

(43) x = Plt) 
cu .f(t,x) continuă pe dre_ptunghiul 
(D) kt -tl< a, jz -x Sv. 

Un concept important legat de această ecuație (sau sisten) 
este acela de soluţie aproximativă. Mai precis, vom spune că 
x = x(t) definită pe lt - t lS ὃ <= a astfel ca |x(t) - 
- Χο! & b este o soluţie € -aproximativă a ecuaţiei (43), 

( £»0) corespunzind condiției inițiale 
(44) x(t = πρ, 
dacă au loc următoarele proprietăţi : 

1) x(t) este continuá pa lt - tolsd ; 

2) existá derivata x(t) , cu exceptia unui numár finit de 
puncte si ea este continuă pe porţiuni 5 

2) pentru toti t pentru care x(t) existá, avem 


(45) x(t) - f(t), x(t) «€. . 


ct 
H 
に 
o 
La 
o 
o 


Von demonstra acum ο altä lemá, care aratä cá pen 


c — : : i € 
C20 există cel putin o soluţie &-aproximativä pentru 


solutiilor aproximative), Se 


f(t,x) este ο functie continuá pe 


„enonstrafie. Deoarece 
mulțimea compacta (D), rezultă uniforma continuitate a lui 


x). In consecintä, putem gäsi d (Ε) > 0, astfel încât 
Elt,x) - f(s,y) «€ pentru (t,x),(s,y)€D, It - sled ; 
k- σι«ἆ . 

Vom construi acum soluţia aproximativă pentru t e[t to +d | a 
constructia fiind complet similarä pentru te[t, -6é,t,] e 
Sá considerăm o diviziune 


t,4 も で «t, = t, «ὃ 
a intervalului ERA + 6] ぅ astfel încît 


(47) max (t, - t, )<A - ain (9, $] è 


k 
Von defini funcţia x(t) în felul următor « 


x(t) = x(t,) - PCG, x6) 0 (t - ty) 
pe $&,« txXt,..,k50,1,...,n-l. 


x(t) satisface primele douá proprietăţi 


" 
a 
① 
ΠΗ 
et 
o 
por 


Este evia 
din definitia unei solutii と -eproximative. Vrem sá demon- 


strám acum că ultima proprietate este de asemenea ind-plinita. 


Intr-adevár, x(t) = £(t,,x(t,)), pe Gr $44) si 


4, 


c(t) = f(a, ,xCt,)) = f(t,x( も ))| € €, 


| x(t) - f(t, 


1 
i 


x(t) = z(t,)| =|f(t,,x(t,))l . 


este verificată si lema es 


nu poate depäsi (in valoare 


tele segmentelor liniei frínte care este zr 


Puter acum demonstra teorema de existenţă a lui Peano, 


Teorema 2.4. Sá considerám ecuația (1) cu 
pe D. Atunci există cel putin o soluţie a problemei (1), (2) de- 
finită pe intervalul (46). 


Demonstraţie. Fie {En} un sir de numere pozitive,astfel 


xistenta unei solutii € -proximative, să spunen x (t) pen- 
i ras 


tru fiecare n natural. Se consideră şirul 


termeni sint funcții ccntinue pe intervalul 


x ( 1 内 x x . - f 1 
cá |x Ct) -x,l& * , ceea ce înseamnă cá şirul jx (t | este 
uniform mărginit. In plus, şirul este echicontinuu, după cu z 


poate vedea ugor din observația le 


COs 
(50) 4. (4) = x Cb) - (4,2, ( 
pentru toti t, ε l drspt al lui (50) ε 
sens si A .(t) = 0, pentru toţi ceilalţi t din intervel 
Avem Å (t) — 0 cinrà n — oo, unifora ps (45), nur 
n f 
1A_Ct < EL. 
n i 


w AR ie 
luind în consideraţie (44) pentru x(t) . 

Dar £(6,x,(4)) > f(t,x(t)) cind n —- ο, uniform pe in- 
tervalul (46). intr-adevár, f(t,x) este uniform continuá pe D 
si pentru orice E> O, putem gási 77% in asa fel ca 
I£(t,x) = f(t も 7))<E — àscá lx - y|< 。 In consecintá,pentru 
orice と > 0, vom avea |E (t,x Ct) - f(t。x( も )) | <E dacă 

Ix (t) = x(t)l < ? 。 Dar inegalitatea ultimä are loc pentru 
n suficient de mare, indepdndent de t, în intervalul (46). 

Acum putem trece la limită în ambii membri ai lui (51) gi 
obtinem t 
(52) x(t) =x, + I f(s,x(s))ds , 


x o 
pentru cá 


t 
1)A。(s)ae | LE lt tel éS 
ο 


si ευ O cind ao, 
Asadar, x(t) este o solutie a lui (43), (44) pe intervalul 


(46), dupá cum este arätat in lema din $ 2.1. 


8 2.5. O teoremä de unicitate 

Deoarece stim cá proprietatea de continuitate este suficien- 
tá pentru existența a cel putin unei soluţii si, pe de altă par- 
te nu este suficientá pentru unicitate (vezi $ 1.4) se pune in- 
trebarea ce conditie trebuie sá presupunem (in plus fatä de con- 
tinuitate) in scopul de a asigura unicitatea problemei cu valoa- 
re initielä (43), (44). 

Vom demonstra aici ο teoremá de unicitate care este un caz 
particular al unui rezultat atlui Osgood. Instrumentul cu care 
vom lucra va fi lema lui Bihari ($ 1.5). 

Teorema 2.5. 

(53) 


si astfel încît 
|F(t,x) - £ 


(55) 1 σι 
este o funcţie nedescrescátosre pe ος _A 


Dacă u 


cu P(0) = 0 
(56) 


etunci solutia 


Demonstratie. 


se reduce la cel precedent pentru ecuatia 
si y(t) 


Vom considera numai cazui 


Sá presupunem că există două soluţii x(t) 
blemei noastre, amindouä finite într-o vecinătate 


lui tot Aven 
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pemtru acei Ὁ > to» pentru care membrul drept este definit. 
Atici 中 (u) este o primitivă a lui 1/9 (a): e 

Vom demonstra că membrul drept al lui (58) tinde la O,cind 
£— O. Deoarece Ix(t) - y(*)|] este independent de € , re- 
zultä x(t) = y(t), ceea ce ne trebuie, 

sá remarcám cá (56) implicá $c ) > - œ pentru Ê — 0, 
indifereny de modul cum alegem primitiva lui 1/9 (u). Aceasta 
inseamnä cä $) — 0, cínd u —> - m. Prin urmare, cind 
£— 0 în inegalitatea (58), membrul drept tinde la O (pentru 
orice t finit). 

Teorema 2.5 este astfel demonstrată, 

Observatia 1. Condiţia ca 9 (a) sä fie nedescrescätoare 

> este necesară, aga cum rezultă din demonstrația lui Osgood. 

Observatia 2. Conditia Lipschitz corespunde lui (u) = Lu. 
O altă alegere posibilă posibilă pentru P(u) este, de exemplu, 


Pu) = Iu | banul, 


Probleme 


1) Se consideră ecuaţia diferenţială complexă dw/dz = f(z,w) 
unde f(z,w) este continuă pentru |z - Z| € a,|w - σοι € b 
si olomorfä ín interiorul domeniului. Fie li un numár pozitiv 


astfel încît |f(z,w)| る E în domeniul de definiţie şi se no- 


> ή à ΝΕ ae 3 â 
teazá の 〇 = min ΠΣ Sá se demonstreze prin metoda sproxi- 


matiilor succesive cá existá o singurá functie olomorfá continuá 
= wz), w(2,) = Wos satisfäcind ecuaţia dată pentru toţi z 
astfel ca |z = : e 


unde integrala complexă este luată de-z 11 segmentului ce 


uneşte 20 Cu Zo Se constatá cá ipotezele nosstre implicä ο 


conditie Lipschitz pentru f(z,w) in raport cu w 31 se urmea- 


zá calea obisnuitá, 


stomul diferen 
Gri 
tie vector 
satisface o ος i η Pe língá ace 


este o multime compactä 


treze cá soluţia ecuaţiei diferen 
onditiile in obişnuite 


de formula 


ecuajia diferentia 
cu valori reale F(t,x,y) este continuá pe 
Ix = fe db. IY Igls ο 
ine mai departe cá F(t,,x5,¥,) = O si există două 

numere Pe £0, Of L <1, în asa fel ca |y - = M + PF(t x WIE 
«ο pe (D) si |y- 2+ play) - F(t,x,2)] € ly - αἱ 
pentru (t,x,y),(t,x,zJED. 

sá se demonstreze cá existá cel putin ο solutie x 


i date, asa încît x(t,) = XQ 


. Se foloseşte ecuaţia integro-diferentialá 
t 
x(t) = x, + j [ x(s) + pR(s,x(s),x(s))] ds ` 
ο 


6) Sá se demonstreze teorema de unicitate pentru ecuatii di- 
ferentiale scalare de forma x = f(t,x) , cu conditia initialá 
este continuă pe |t - tol <a, 


jx e x je Ὁ 


ol 
presupunerea că (vezi teorema 2.5) este nedescrescätoare. 
7) Se consideră ecuaţia diferentialá scalară x = f(t,x) cu 
f(t,x) continuá pe t¿£t< ty + a, £ b astfel ca 
lf(t,x) = til (t - t,)£ k |x - yl. B OS ESI, ee 

tunci unicitatea este indeplinitä în (πο κο): 
Indicatie. Se presupune cä existá cel putin douä 
(600) să presupunem x(t) si y(t), amindoud 
[t,.t, +9] 。 Se consideră functia F(t) = [ 
se foloseşte regula lui 1'Hospital în scopul de a 
este continuă pe [ tort, +d] « Apoi se dovedeşte cá 


este identic zero pe [ tort, +d] é 


8) Se considerá sistemul diferential 


f(t,x) continuá pe [toto +a ES Se presupune 


Capitolul III 


CITEVA PROBLEME CU CARACTER GLOBAL PENTRU ECUATII 


O analizá a rezultatelor incluse $n cap.II aratä cá toate 


acestea sînt legate de proprietăţile soluţiilor într-o veci- 


nătate a punctului iniţial (t,,x?). Aceastá vecinátate este 


în general mai mică decît intervalul de definiţie a membrului 
drept al ecuaţiei diferenţiale (sau al sistemului) şi această 
situaţie sugerează cá sînt necesare alte raționamente pentru 

a elucida existenţa, unicitatea şi alte problene legate de ἃ- 
cestea. 

Scopul acestui capitol este studiul unor probleme de unici- 
tate globală, de prelungire a soluţiilor, dependenţa continuă 
a soluţiilor în raport cu valorile initiale, etc. 

Se va demonstra un rezultat general referitor la inegalitati 
diferenţiale ce va fi folosit la obţinerea unui criteriu de e- 
xistentá globală, 


ὃ 3.1. Enuntares problemelor 


Se consideră sistenul diferenţial 
x 


sint vectori 


I. f(t,x) este continuă pe St ; 


hal 


I. f(t,x) satisface o conditie Lipschitz loc 


cu σι în & 。 

Condiţia II înseamnă cá pentru orice submultime compactá 
(închisă gi mărginită) a lui 2 , sá spuren K, există un mu- 
măr pozitiv Ly astfel încît 
(2) lect) - Ey Lg lx - yll , 
pentru orice (t,x), (v,y)€ E. 

De exemplu, conditia II are loc pentru orice f(t,x), con- 
tinuu diferentiabilä în raport cu x, pentru (t,x)€ $? (vezi 
observaţia 2 la teorema 2.1). 

Să considerăm acum un punct arbitar (t_,x J)ER , Deoarece 


Sti este deschis, exi âcuă numere τ 


(3) D= {(t, TE 


Dacá restríngem consideratiile noastre la D, stunci se con- 

itiile teoremei 2,2. In consecin- 

a lui (1), sá presupunem x = x(t), 
i wri e R 

min ἡ a,bM } » in care M = 


ο 
x . 


o 
rp» 
に 
E 
pr 
O 
o 
B 
fu 
p 
hi 
y 
bd 
a 
c 
- 
I 


e arbitrar, putem afirma că prin 


curbă integrală a sistemului (1). 


m în consideraţie o mică veci- 


x = x(t) a sistemului (1) de- 


înseamnă că  (t,x(t))e& 


I ru t rentiabilä in orice 
. 
t と (も Rezultă imediat din (1) cá x(t) 
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In legătură cu soluţia de mai sus, se pun mai multe probleme. 
Prima dintre ele, pe care o vom formula aici, va fi aceea a 


unicitátii globale. Presupunem că avem o altă soluţie x = x(t), 


astfel ca (も ) = x(t,) pentru un も dat, t € (t4, t5). Se 
o o o o ens 
intelege cá intervalul de definitie a solutiei X(t) areYcomnu- 


ne cu intervalul (ty t5). Proprietatea de unicitate localá 
(vezi teorema 2.2) asigură cá X(t) =x(t) pe un interval in 
jurul lui to. Acum, problema constă in a arăta cá X(t)=x(t) 
pe intervalul comun de definitie. 

Vom vedea cá ráspunsul este afirmativ. 

O altá problemá pe care o vom considera aici este aceea a 
prelungirii unei soluții x = x(t). Dacă se poate găsi o altă 
solutie a lui (1), sá spunem x = y(t), astfel incit interva- 
lui de definiţie al funcţiei y(t) sá conţină intervalul (tz もっ) 
si x(t) Sy(t) pe (t,,t,) atunci x = x(t) se numeste pre- 
lungibilá. Solutia y(t) este atunci o prelungire a solutiei 


x(t). 
Vom vorbi deseori despre solutii prelungibile la dreapta sau 


ia stînga, înţelesul acestor termeni fiind evident. 

Dacă soluţia x = x(t) nu poate fi prelungită, atunci ea se 
numeşte saturatá. 

Pentru a răspunde la problema prelungirii soluţiei, vom ará- 
ta că orice soluţie prelungibilă a sistemului (1) poate fi pre- 
lungită pînă la obţinerea unei soluţii saturate. 


In sfîrşit, ultima problemă pe care o vom formula acum este 


aceea cu privire la comportarea soluţiei saturate în extremitá- 


ervalului de existen 
Aproximativ vorbiná, răspunsul le această problema afirmă cá 
nextremitátile" soluţiei sînt pe frontiera domeniului δὲ 
infinit (ultima situatie se poate ivi numai pentru un dome 


nemárginit). 


ale sistemului (1) 


Demonstratie. 


ele soluţii sint definite. Atunci, *, 


w - - Led 
sá demonstrám cá x(t) - x(t) pentru 


se poate reduce la cel enterior dacă schimbăm variab 
dentá: t = -T „ Cu alte cuvinte, este suficient să 
τοσο unicitatea soluţiei 
Se consideră acum 1 număr 
xat la primul pas al demonstrației 


apropiat de t5. 


Gronwall gi obtinem 


+ 
| 


fa 
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Vom demonstra acum necesitatea condiţiilor a) si b). Dacă 
x = x(t) este prelungibilá la dreapta lui to, aceasta Snse am- 
ná cá se poate gäsi o solutie x = y(t) a lui (1), astfel in- 
cît să fie definită pe [t,,t2], cu t53>t, si x(t) =y(t) 
pe [t sto). Prin urmare există lim x(t) cind t —t,- si 
putem presupune cá x = x(t) este continuá pe [ torto] . A 
ceasta implicá cá P este o mulțime compactă ce aparține lui 
$1. Deci, este nárginitiMilstenta de la Γ pînă la fronti- 
era lui St este pozitivă. 

Pentru a demonstra suficienta condiţiilor a) gi b) vom con- 
strui o solutie a lui (1) care contire solutia x=x(t). 

Mai intii, vom demonstra existenta limitei 


(9) lim x(t) . 
t— t5- 


Deoarece 「 satisface a) Si b), ea apartine unei multimi 
compacte KC $2 (de exemplu, închiderii r ). Functia 
f(t,x(t)) este atunci mărginită pe [t,to), fie Nflt,xz(t))< 
<M, t€[t,,t,). Dar (1) conduce la 


t 
(10) x(t) = x) = f£(s,x(s))as , 
T 


din care obținem 
(11) x(t) = xCOll € mit -TI , t, Telt ta) . 
Inegalitatea (11) exprimá faptul cá este verificat criteriul 
lui Cauchy de existentá a limitei (9). Prin urmare, dacá defi- 
nim x(t,) = lim x(t) cînd te to-, x = x(t) devine o func- 
tie continuä pe [t,»to] » In plus, poate fi arătat cá x(t) 
este diferentiabilá la stinga pentru t = も っ ・ Intr-adevär, facen 
ca T— to în (10). Obtinem 


t 

x(t) - x(t) = ) f(s,x(s))as , 
も 
2 


` care conduce la 


= £(t,,x(t,))] as , 


i 


Deoarece (t, x(t5))ES% ‘ 


] 


solutie si s-o 


+5] cu ó» O . Definim acum 


ce (1) in orice punct din [t „to+9 | è 


sá demonstrám un rezultat important 


u privire la raportul intre solutiile 


prelungibile si cele sa- 


irate. 


gibilä a siste- 


unicä a aceluiasi 


ct 
o 
o 
t) 
o 
= 
= 
<t 
P. 
Φ 
n 
m 
w 
ct 
(m 
ct 
o 


Demonstratie. Unicita 


x(t) decurge din teorema 5.1. 


Avem de construit această soluţie. Inainte de a zerge ma 
departe sá facem ο observatie de naturá gemetricä. 
Y Prin δὲ. notăm submultimea lui St formatä din acele puncte 
(t,x) astfel încît t^ «lxi ^ € m si (q[(,0,99]» a7, 


unde m este un íntreg pozitiv iar $ reprezintá distanta de la 


(t,x) la frontiera lui St . Se poate constata cu uşi 


SI + 中 pentru m suficient de mare. In plus Ric $t... 


UR 5t. 


E 


Este de primá importantá pentru noi faptul cá 


este márginit si distanta de la la frontiera lui S} 
pozitivá. 

Din lema de mai sus, rezultă cá o soluţie a lui (1) lefi- 
nitá pe [t 


o, este saturatá la dreapta dacá si numai dac? 


graficul ei întîlneşte fiecare δὲ cind t creşte la T ロー 


B 


tr-adevár, o solutie prelungibilá 164 are graficul intr-c mul- 
time Ss pentru un m convenabil ales. 


Prin urmare, este suficient să se construiască o solut 


care prelungeşte ε lutia x(t), astfel ca să aibă loc 


tatea de mai sus. 


Să presupunem cá x = x(t) este dat pe intervalul 


+ 


at înainte, orice 


lutie prelunsibilä poate 


Aa finită n n inta a Frnehic 
fir srvel inch 
definită pe un inte 1 închis, 

1 


o in cazul nostru. Graficu 


ο 
aparține unui oarecare RN, sá spunem うと 


EST. mul time a 
vn 
I 


afirmă cá prin orice punct (TY, Y JES? a. trece 
o soluţie unică a sistemului (1), definită pe |t - tied $ 
= min Sa ¿au? 。 O caracteristică importantă este deci fap- 
J 
tul cá lungimea intervalului de definitie nu depinde de (% 2 ) 


raminind aceeaşi pentru toţi 


Este evident cá x - x(t) 
prelungirea ei, notatá de as 


ΚΠ} +d] . Dacă graf 


AD 


Teorema 5.3. Fie x = x(t) o soluţie saturată la dreapta 


a sistemului (1), definiti pe [* E) Atunci, orice punct 
limitá al multimii [axo] y cird t —» T, este punctul de 


la infinit sau un punct de pe frontiera lui $$ . 
Demonstratie. Fie {τα} un sir astfel incit («Ic 


c[t,,7) şi t> T cînd m — o. Se presupune că există 
lim(t,,x(t.)) cind m —- oo, in sens propriu seu generalizat. 
Dacă T = + oo, atunci (Ct, »x(%,)) -> oo cind mo. 

Dacă T<o der lim}x(t,)|] = oo  cinà m — co atunci 
(128,2) - œ cînd m — œ. Reciproc, dacă Ct 
— 00, atunci cel putin unul din sirurile { ta] 
[09] tinde la infinit cînd m — ow. 
Singurul caz pe care trebuie să-l considerám este acele ce 
corespună lui T<+00 si [xci] convergent cát 
X. In acest caz, vrem să demonstrăm că  (T,X)C- PET 
Deoarece Ct Xl ta) E 52 pentru orice m, rezultă 
€ SL sau (T,X)€ QOSL „ Scopul nostru este de a arăta οὔ 
mai ultimul caz se poate întîmpla., Se presupune, din contri 
(1,X)€ st „ Fără a restringe generalitatea, se poate presumu 
ne că {τα} este un gir crescátor. 
Sá considerám ο mulţime compactă K, astfel 
punctul (T,X) fiind un punct interior lui Κ. De exem- 
poate lua K = Sa cu m suficient de mare. Putem pre- 


u> l, tinind seamă ca (t,,x(t)) > 


pentru o infinitate de m existá 7 
Έα < tone (Ty TE AK. 
(t,x(t))EK pentru 


lui x(t) 


MU rax 
(graficul său pe [τ =7+2) aparţine lui K, în consecinţă este 
mărginit si la distantä pozitivă de os Jue 


Bie. 4€ cel mai mic numár ce satisface (15) in Go tnt)" 


Se vede ugor cá 
(16). lim CE ¿al DER ' 
m—- 00 


Intr-adevár, 


Pitna tn) Co pol 722] - 


= (It, 7%, 12 {πίαρ) = xr DII 2)? 
si tinind seama cá 
| x(t,) = xC(v JU € MCE, - 0) , 
în care M = sup l| f(t,x)l , (t,x)€X, se vede cá relaţia (16) 


este adeväratä. 

Dar OK este o mulţime închisă şi (16) implică (T,X) € K. 
Pe de altá parte am considerat pe (T,X) ca fiind un punct in- 
terior al lui Κ. Contradictia demonstrează că presupunerea noas- 
trä este falsă. In consecinţă (T,X)€IN şi cu aceasta se În- 


cheie demonstraţia, 


S 2.4. Dependenţa soluțiilor de valorile iniţiale 


Din nou, se consideră sistemul (1) în ipotezele enunțate în 


8 3.1. 
Dacä VER, atunci există o soluţie saturată unică ce f à 
trece prin acel punct. S-o notám prin x - x(t;t,,x?), in sco- 


pul de a evidentia faptul cá soluţia depinde de condiţia initi- 

alä. Ca functie de txt t x?) este definitá pe un interval 

(t$4,15)3 t, şi este continuu diferentiabilä. IX 
Au loc următoarele proprietăţi : 


(17) E x(tit x?) = f(tx(t69,,x0)), BEC, 5) 1 ¡ 


MD” 


(18) x(t,;t,,x?) zx? ; 


(19) dacă ξ = x( Tri), atunci x(tit, f) = x(t3t,,x°). 

Sensul relaţiilor (17) si (18) este evident. In legătură cu 
(19), vom da cíteva explicatii. 

Deoarece ZTIT,E)= E=x(T st xo), din teorema 3.1. 
rezultă ca x(t; TE )z x(t;t,,x?) pe un interval comun de exis- 
tentä. Dar intervalul este evident (84,55) dacá se considerá cá 
x(t;T, š ) este soluția saturată prin (τ Y M s 


In consideratiile de mai sus, nimic nu priveste 


Ox / ο De a ~% " 
[ui x(tito,x ) de (tX ). Bineînţeles, răspunsul la această 
srebare depinde de condiţiile impuse funcţiei f(t,x). Nu 


vom cerceta alte proprietăţi decît continuitatea. 


Teorema 5.4, 3 ia xX 


z å RAR AN 


n urmátorul sens: dacá X il) este intervalul maxim de 


tentá la dreapta, ce corespunde lui to 
tru orice Z cut < £ < T ‘gi 
aşa încît x(t; t,X) este definită 
(20 lx(t: TD - x(t,t 
ce 
(21) It-tJ«d , ME σος . 


Vom începe prin observaţia că pentru (7, 3) 
suficient de apropiat de (tse) χιτ, i) este definitá pe 
un interval care conţine o mică vecinătate Lt 
dreapta lui t (b >0). 
Intr-adevár, se poat > ( pM yer en 
tr-adevär, se poate presupune tox AC, ) m pen- 


tru no suficient de mare. Aga cum s-a arătat in demonstraţia 


nu depinde de (E) . 


- G2 - 
ä,se poate presupune x(t; Y, t ) definitá pe 


ntru toti ( T, E) într-o vecinătate a 


IE 


>0 p 


mult,se poate considera cá (t,x(t;% 


und 


41 Pe [τ-γ. t+7] > [t sto +h], pentru toti (TP 
in aceeasi vecinátate a lui Cusa). Această ultină afirmaţie 


rezultă de asemenea din rationamentele implicate în demonstra- 


he. O4 + 
(tz tit X VER n pe [tot] > 
inpreuná cu vecinátatea 
(22) + E : 3 „o 
(22) to < tst ‚ix - x(t;t x M<E j 


pentru と suficient de mic si m suficient de mare, se poate 


să proprie- 


o 
o 
6 
の 
et 


a restrínge generalitatea, cá a 


Din (17) si (18) obtinen 


(23) x(ti Y, y 

o 

t 

US , ο ο 3 
(24) x(t;it x )-x"* | £(s,x(s;t_,x°))ds 
ο O 
t 
ο 

ambele ecuaţii fiind satisfácute pe [toto + n] 。 Din (22) si 
(24) se poate deduce următoarea inegalitate : 


u 


+ [| 


cer 


Ne] 
I £s ,xCe t, poll ds] + 
し 


93 


- f(s,x(s;tg»* 221 ds 


inegalitatea 


€ 5g tl, atunci \ 


( 
(26) B II£Cs,x(siv, =) Il ds | & MIt- tli 
pentru toti (Ὁ Ὁ in vecinávatea lui (tgx?) amintită. 


In al doilea rind, dscä L este constanta Lipschitz ce 


punde lui f(t,x) în δὲ +1 » atunci 


ο 


(28) lx(ti ち や - xt NE WE - xy + ule - tus 


I" 
+ L f | x(s; Ὁ Y) - x(sit x ll as , 


μμ 中 
y Zr 


Aplicind lema lui Gronwall 


L(t-t 


ΙΙ x(t, Y) - x(t;t ‚x < UE: + 
54 


n] 


satisface conditiile care asigură proprietatea de a putea fi 
prelungită la dreapta. Condiţia (30) implică faptul că x(t;t, Ἔ) 


satisface pentru toti τε [t,t] pentru care existä. 


Să presupunem contrariul, anume că intervalul maxim de exis- 


p 
tentá la dreapta pentru x(657, 7) este [tot] » cu t, 6 A 3 
oarece graficul unei solutii saturate päräseste fiecare e m 
propie de extremităţile intervalului maxim de exis- 
resupunerea noastrá ar rezulta cä existä tort, + 


aşa fel ca lx(toi て 。 モ を ) - x(toit jr ll = と , 


contrazice (29) si (30) 。 
nu este adeväratä, adicä 
si are loc relatia (20) aceasta teorema 3.4 este 
demonstratá. 
Inegalitatea (29) aratá cá x(t;t,t) satisfa- 
‚ipschitz localä $n raport cu (τετ ). Aceasta 


este, bineínteles o proprietate mai puternicá decit continuita- 


D este continuu diferentisbilá ín t, re- 


e continuă in (t;'5Y). 


Se poate demonstra diferentiabilitatea lui 
E) în raport cu (ασ, ミ ). Este suficient să presupunem că 
f(t,x) este diferentiabilá ín x(ceea ce implicá, desigur con- 


ditia Lipschitz locală), 


3.5. Inegalitáti diferenţiale si metoda comparatiei 
Vom studia acum inegalitatea diferenţială scalară 
(31) x(t) € co(t,x(t)) , 
in care œ (t,x) este o funcţie continuă in domeniul 


ce satisface în A ο conditie Lipschitz locală, 
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Se înţelege că x(t) este o funcţie diferentfisbilá pe 


[ος 2), ín aga fel ca graficul sáu pe acest interval sá apar- 


é tind lui A 。 


Se presupune <x, > x(t,) si se consideră soluţia x = X) 


a ecuaţiei 1 


(32) xs w (t,x) , 


n 


cu conditia iniţială X(t.) = x, . Cu alte cuvinte, X(t) 
ο ο 


Ξ x(&it x). Presupunem de asemenea cá X(t) este saturată la 


dre aptas 


Rezultatul important pe care-l vom stabili poate fi formulat 


astfel + 


Teorema 3.5. Dacă x(t) este ο soluţie diferentiabilá_ven- 


X(t.) =x > x(t.) , atunci 


(33) x(t) < X(t) , 


pentru toti tzt asa ínci* smbii membri din sint_de- 


finiti. 
Demonstratie. Presupunem prin absurd, cä inegalitatea (33) 


nu are loc. Atunci, existä t» t, aga încît 


(34) x(t) > X(t) > 


Să considerăm funcţia y(t) = x(t) - X(t) şi să observän 
cá y(t,)£ 0, y(t」) > 0. Să notăm prin て , valoarea cea mei 
mare a lui t în [t,,t,] asa încît y(t) = 0. Existenţa lui es- 
te o consecinţă imediată a continuității lui y(t). Intr-adevár, 
mulţimea A = {tst ε [555541 ; y(t) = ο} este nevidä si in- 
chisä, embele proprietăţi fiină o consecinţă a continuității 
lui y(t). Cea mai mare margine superioară a mulțimii A va a- 
partine lui A şi această margine superioară strictă nu este al- 


ta decít YT . 


in η WETTE κ. ο. cm m7 4 


πιο ες ον» 
Deoarece putem găsi o mulțime compactă -K c $t , aşa încât 


(5,x(5)),(0,8(5)) € E pentru telt t), obtinem y(t) 
= X(t) - Hr) € wlt,x(t)) ol X(6))< LE x(t) - X(4)) 


Ly(t). 
Prin urmare, funcţia y(t) satisface următoarele conditiis 
(35). so) = 0, y(t) >O, も と (で て も] ; 3 

(36) y(t) £ ty(t も ) , te て tt]. 
Yom deuonstra acum cá aceste conditii nu sint compatibile. 


Intr-devár, din (36) se poate deduce (vezi $ 1.1) 


(27) y(t) eye C79. o, te [t,t], 
care contrazice (35). 

Teorema 3.5 este complet demonstratä. 

Observatie. Un rezultat similar are loc pentru inegelitáti 
diferentiale de forma 
(38) x(t) > cu (t,x(t)) . 

Se poate arăta cá x(t)> X(t) , unde X(t) este soluția 
lui (32) astfel ca X(t) =x,£ x(t) $ 

Avem acum posibilitatea sá schifám metoda comparatiei în 
teoria ecuaţiilor diferenţiale ordinare. Sumar spus, acaasta 
metodá constă în reducerea studiului anumitor probleme pentru 
sisteme diferenţiale, la studiul problemelor corespunzătoare, 
pentru ecuaţii diferenţiale scalare. 

Mai precis, se consideră sistemul (1) cu f(t,x) continuă y 
pentru (t,x)€ δὲ ce satisface o conditie Lipschitz locală in 
domeniul SI . j l 

Fie V(t,x) o funcţie cu valori reale, diferentiabilá pet, 

Dacă x = x(t) este o soluție a lui (1), definită pentru 
t € (51,t5), atunci v(t) = V(t,x(t)) este o functie diferenti- 
abilă pe (t,,t.) si 
(39) we) = + ᾧ 9), 


iar prin 


äusul acelar (2-2) 
ox 

Membrul drept al lui (39) este numit = ο 
ca funcţie de (t,x) - derivata lui τος) ἃ 
(1). 

Sá presupunem ecum cä V(t,x) satisface o inegalitate ie 
ma 
(40) sz + Ον N < co (t, V), (t,x) € 51 


Aceasta este inegalitatea pe care se sprijiná metoda comp: 
ce priveşte funcţia w(t,y), vou pástra acelessi 
care le-am fäcut mai sus. Domeniul A este generat 

(t,V(t,x)), cînd (t,x)€ N à 


acum ο soluţie a sistemului (1) (も it 


Dacă numărul real y, este 


acum din teorema 3.5, 


reden 
Desigur, în general este mai uşor de obţinut informaţii des- 
ecuaţia scalară (44), decit despre sistemul diferențial (1). 
iată ce avem o evaluare pentru y(t;it yo) ; este posibil sá 
»b+tinem una corespunzătoare pentru V(5,x(t;t,,x?)) şi - în 
sfîrşit informații despre soluţia x(tit 2°). 
Eficiența metodei comparatiei va fi scoasă în relief, în 
itinuar2 la studiul unor probleme globale ca: existenţa la 
reapta a tuturor soluţiilor sistemului diferenţial, de forma 
Jy existența solutiilor márginite pe o semi-axá, studiul sta- 


ilitátii solutiilor pentru sisteme diferentiale ordinare. 


3 2.6. Un criteriu de existenţă globală 
Scopul acestui paragraf este de a aplica metoda comparatiei 
pentru a găsi condiţii de existenţă globală la dreapta pentru 
toate soluţiile sistemului (1) . 


Presupunem cá f(t,x) este o funcţie vectorială continuă în 


'enispatiul K= (ESE t>0, xER”] si cá satisface condi- 


via Lipschitz locală în JL α 
Sá considerăm acum o soluție x = x(t;t x?) 8 sistemului 
(1). Din teorema 3.2, rezultă că această soluţie are un inter- 
val maxim de existentá la üreapta sá spunem [to D, T «€ 05. Ὦ 
= oo pentru un xe RD arbitrar, vom spune cá sistemul 
1) are proprietatea de existentá globalá la dreapta. Aceasta 
nseamnă că orice soluţie a lui (1) poate fi prelungită la dreap- 


ta, pînă cind găsim o soluţie definită pe semi-axa t > to 


ám cá în cazul T < oo, are loc proprietatea 


lim Iix(t3t ,x%)M= oo . 
t> T- 


Intr-adevär, teorema 3.3 afirmă că orice punct (T,X), cu 


= lim x(t, 56,910) cînd も — T se află în 92 , sau este 


nel 
RT 。 Deoarece St nu 


n i RNN 

R^, (45) este stabilità. 
sá däm acum un criteriu general de existe 
πι 


eorema 3.6. (Conti) Se consid 
funcţie continuă ce satisface c 
semispatiul. 
SÈ = [C325 


supunem cá existá o functie 


ind [κ] 


are propriei 


Intr-adevär (48) coincid 
altă parte, yltst,,y 

i» 

definitá i ax も > も ti real 
efini pe semiaxa o Pentru toti ο reali 


Să presupunem, prin absurd, cá T & oo . Atunci 


loc pentru soluţia x(t;t,,x^) pe care am ales-o 


Din (48), pentru t — T, rezultá o contra 


văr, tinind cont de (45) si (47), menbrul stîng în 


la infinit cind t - T , în timp ce membrul 


ACT , adicá este 


. 


i 


= ΤΟ. = 
Această contradicţie arată cá T = 00, ceea ce înseamnă cá 
sistemul (1) are proprietatea de existenţă globală la drecpta. 
Observaţie. Este clar din demonstratia teoremei 2.6, cä i- 
negalitatea (40) este necesará numai pentru || xi suficient 
de mare. Intr-adevăr în loc de a considera soluţia pe [50»1) 
putas sá ne márginim numai la acea parte a solutiei care cores- 
punde unui interval [t,,7), cu t, » t, astfel ca ll x 6st x | 
să fie destul de mare pentru t€[t4,T). 
Corolar. Să considerám sistemul (1) ín semispatiul t > 0, 
x € R? unde f(t,x) satisface condiţiile de mai sus în loc de 
(40) are loc inegalitatea următoare : 
(49) | f£C6,x)l € w (t,i xi), £20, Ix >a. 
Atunci, dacă co (t,y) este aleasă în aşa fel ca ecuaţia com- 
paraţiei să aibă proprietatea de existenţă globală la dreapta, 
sistemul (1) păstrează aceeaşi proprietate. 
Demonstrația este imediatá, dacă luăm $n teorema 3.6. 
V(t,x) = lxi , x > aV(t,x) este atunci diferentiabilá şi 
deoarece nu-l conţine pe t, avem 
" エエ + xof5 + ese + x fF, 
: 2,1/2 


= + (9, ϱ) 
2 2 
(x + X5 +... + X, 


Din inegalitatea lui Cauchy, se poate deduce 
1/2 1/2 
A! (28 να £2) 


av 2 (x 
rni Ae) ーー 


e 
(x? * osx. P x?) 
Luínd în  »nsideratie (49), putem scrie 


(50) ii. (E Poli), 


deoarece V(t,x) = xl 。 Cu alte cuvinte, inegalitatea (49) 


implică (40) pentru V(t,x) =||x| „zi > ae 


= "Y x 
Un caz particular util in aplicatii este criteriul lui 
Wintner de existentá globalá. Anume acest criteriu corespunde 
alegerii : 
(51) wi(t,y) = ey) , 
cu gly) aşa fel încît 


(52) 


Ecuația de comparaţie este în cazul acesta 


(53) y= εί), 
si din 


cind t — T, ceea ce este imposibil 


In consecinţă, ecuaţia (53) are proprietatea de existență 
globală la dreapta şi aceasta demonstrează criteriul lui Win- 
tner. 

Lásám pe seama cititorului formularea altor cazuri 


remei 3.6 sau ale corolerului ı 


Probleme 


mulțimi închise 


compactă) 


no 


= Ἴθι -- 
găsească funcţia x(t,t,:X,) in cazul ecuatiei sca- 

să se cerceteze proprietăţile sale. In parti- 

cular, să se găsească intervalul maxim de existenţă al soluţiei 


az 


ce trece printr-un punct det. Sá se ilustreze nofiunea de solu- 
tie saturatä. 

4。 Se consideră sistemul diferential (s) x = f(t,x,4), 
x&R^ în care f(t,x,A) este o funcţie vectorială continuă 
pe RxA cu St un domeniu în spaţiul R™1 jar A ο vecină- 
tate a lui ÀE RI, Se presupune mai departe cá f(t,x,A) sa- 
tisfece o condiție Lipschitz locală în raport cu cel de-al doi- 
lea argument. Se notează prin x(45t 70) solutía lui (s) ce 
trece prin (459°). Dacá x(t;t να A) este definitä pentru 
tela,b] , sá se demonstreze cá xt; E,20 este definitä pe 
acelasi interval cind (A) este suficient de aproape de 
(t,,x?,4,). Sá se cerceteze continuitatea functiei x(t t, Ἐνλ) 
ou ajutorul metodei pe care am folosit-o în demonstratia teore- 
mei う 。4。 

5. Se consideră din nou sistemul (s) din problema 4 şi sá pre- 
supunem in loc de o conditie Lipschitz localá in raport cu x, 
că f(t,x,X) este continuu diferentiabilä $n raport cu (x,A). 

Sá se arate οἳ x(t;T, BA) este diferentiabilá in r-port cui, 
Derivata partialä a lui x(t3%, E, A in raport cu A, satis- 


face sistemul diferenţial liniar : 


(sv) y= £ [tx (5; mx AAly - fa [9x55 3,0, A] 


Si se reduce la vectorul nul pen て 。 Sistemul (sv) este 


numit sistem ín variatii asociat lui i) ce corespunde soluției 


x(ti て A). Aici, prin f, se notează matricea Jacobiană (Df, /0x,.) 5 
de ` 


x 


irk = A Te 


indicatie. Fie 33 un vector cu m coordonate, in asa fel ca 

toate aceste coordonate să fie 0, cu excepţia aceleia de rang 

3 care este egală cu 1. Pentru © şi 5 fixati sá notám prin 
y(%;7,h) cantitatea 
xt; τν A + hes) = x(tiT, YA) - by(t) 

unde prin y(t) se notează soluţia lui (sv) aşa încît y(X) = 0 
Sá se găsească pentru y(t;T,h) o inegalitate integrală de tip 
Gronwall. 

6. Din enuntul precedent (Problema 5) sá se deducá urmätorul 
rezultat cu privire la diferentiabilitatea solutiilor in raport 
cu valorile initiale: se consideră sistemul x = f(t,x) in ipo- 
tezele că membrul drept este continuu pentru (txen er? gi 
se presupune cà matricea Jacobianá f. este de asemenea continuă 
pe aceeaşi mulțime., Atunci x(t;T, 5) este diferentiabilá ín ra- 
port cu Ἔ » Sistemul corespunzător în variaţii este 

y= £, (t.x(tsGbly- 

Indicatie. Sistemul diferential dat cu conditia initiala 
x(T) =% poate fi transformat in v= f(t,v + 3) cu conditia 
iniţială v(T) = O. De data aceasta g joacá rolul parametru- 
lui A din problema 5. 

7. Se considerä sistemele diferentiale x = f(t,x) si y = 
= f(t,y) + r(t,y), in care f(t,x) este continuă si local 
Lipschitzianá pe $t c pr iar r(t,y) este continuá pe acesagi 
mulțime si aşa încît lir(t,y)l| c€ . Fie x = x(t) o soluție 
a primului sistem, astfel ca x(t,) = χο. Să presupunem cä 

y(t) este o solutie a celui de al doilea sistem definit la 


ärenpta lui t, si sá notän y(t) = yo. Sá se gáseascá o evalu- 


u(t) = Ily(t) - xCo)ll 


= 74 = 
t 


u(t) < ly? - x° + Elt-t,) + L | u(s)às 
o 


în care L este constanta Lipschitz pentru f(t,x), ce corespunde 
unei multimi compacte K, asa incit mulfimea K să conţină grafi- 
cele lui x(t) si y(t) pe intervalul [t T]. 


8. Se consideră inegalitatea integrală 
も 


x(t) < M+ f w(s,x(s))ds , 
to 


în care w(t,x) este o funcţie continuă pentru t€ Eton 
xER 。 Să presupunem acum că are loc o condiție de unicitate 
pentru ecuația comparatiei y zw(t,y) si cá w(t,x) este 
nedescrescátoare in x pentru fiecare t fixat. Sá se demons- 
treze cá x(t) € y(t) pe un anumit interval [55,74] y <T, 
in care y(t) este o solutie a ecuatiei comparatiei cu y(t,)=M. 


Indicatis. Se notează z(t) = M+ Casts sxCs) as si să 
ο 


remarcám d x(t) € z(t). Sá se găsească o inegalitate diferen- 
tialä pentru z(t). 

Observatie. Acest rezultat generalizeazá Lema lui Bihari. 

9. Se consideră sistemul diferenţial x = f(t,x) cu f(t,x) 
continuá ce satisfac o inegalitate de forma |If(t,x) = f(t,y)lle 
€ w(t, κ - yl ). Sá se găsească o evaluare pentru diferenţa 
a două soluţii cu ajutorul ecuaţiei comparatiei z Ξ co(t,z). 

10. Se consideră sistemul diferenţial X = f(t,x) şi să se 
găsească derivata funcţiei V(t,x) εσας En Sapori cu acest 
sistem. Se presupune u(r) diferentiabila , r Æ 0. 

ll. Se consideră sistemul x=f(t,x) gi se presupune că f(t,x) 
este continuá pentru te [6,,1) si xeR. Fie f(t,x) aga fel 
încât Ilf(t,x) - f(t,y)]l a (t) Ix=yll , Πε(ίτιο)]!« Malt). 


t 
- exp [ X ο (s)às | . Sá se gáseascá o evaluare pentru solutiile 
vo sistemului dat. 


Capitolul IV 


CITEVA CLASE SPECIALE DE SISTEME SI ECUAȚII DIFERENȚIALE 


Scopul capitolului de faţă este studiul a două clase speci 
de sisteme diferenţiale (sau ecuaţii) frecvent intilnite 


catii. 


Anume, vom cerceta sistemele liniare si sistemele autor 


itate 


Primele sint caracterizate 


membrul drept ín raport cu 


timele nu contin variabila independentá sub formá explici 


Ultima parte a capitolului este dedicatá studiului 


lor liniare cu cosficienti constanti. Ele sint singure 


me diferenţiale care sînt în același timp liniare şi aut 


Ne vom ocupa şi de cîteva noţiuni referitoare la 


exponentiale de matrice, cara sînt necesare pentru a 


într-o formă concisă, teoria sistemelor cu coeficienţi co 


eralitäti 


Un sistem diferenţial de ordinul I, liniar poate 11 sc 


ELA n 
1=1 Ly. sp 


(+\ X uu "] 9 Sid. Pia £3 
(t), i,j = 1,2,...,2n, sint funcyii 


= 6 = 
Dacä b(t) = Ο. i = 1,2,...,n atunci (1) devine 


n 
(2) x = Σηων s $185 m 


Sistemul (2) este numit omogen în timp ce (1) se numeşte 


ne omogen. 
Este convenabil să se introducă notatiile vectoriale pentru 


a dobindi mai multă conciziune şi eleganţă. 
Se consideră vectorul coloană x ale cărui coordonate sînt 


X} +Xo)++.+»,X,, Vectorul coloaná b(t) cu coordonatele by (4), 


bo(t), eeb (t) si matricea pătrată A(t) ale cărei elemente 


sînt a C(t, isj = 1121...) adică 


a by (t) 811 (t) 812 (0). e apt) 
x = ža y B6). b(t) » ACES 82]{ 5) apolt). e. go っ (も ) 
Xn by (4) 8,104) aya (E). casu Ct) 


Atunci sistemul (1) poate fi scris sub forma 
(3) x = A(t)x + b(t) , 
iar sistemul omogen (2) 
(4) x= A(t)z e 
Deoarece A(t) este o matrice de funcţii, este necesar să 
se precizeze cîteva noţiuni pe care le von folosi în continuare, 


Norma unei matrici A = (8. 4) cu elemente reale este data de 


n 
LN E 1/2 
(5) Mad = (2, ας Ὁ) 
1,321 “9 
Este uşor de demonstrat cá lA + BIE WAN +i Bl , NAA = 
= IlAl ΙΙ Al —unde A este un scelar [Abi < ll All. Hol - 


ín care b este un vector cu n dimensiuni. 


eM 


u D ra 
Prin definiyie, matricea de funcţie (sau funcţia matricialX) 
A(t) este continuă, dacá gi numai dacá toate elementele sale 
a; も) sînt functii continue. 
Folosind norma, continuitatea poate fi definitá pe calea cu- 


noscutá. Anume, A(t) este continuă în tor dacă pentru orice 
€>0, există d (e rt.) > 0 asa încît 


NACE) = ASIE — , pentru | を -tl<9 , 


Derivata sau integrala unei funcţii matriciale poate fi de- 
finită în moâul obişnuit (adică operaţiile respective se apli- 
că fiecărui element), 

Să considerăm acum problema existenţei pentru sistemul lini- 
ar (3) - cu A(t), b(t) continue pe (ο) . 

Sá presupunem cá も で て st) este fixat gi sá considerám con- 
ditia iniţială, 

(6) x(t) = 29 , Per”, 


Teorema 4.1. Solutia x(t;t E dw. a sistemului (2) este defi- 
nitá pe (ty 180) în raport.cu t si t , pentru orice x er”, 


Prima demonstratie. Sistemul (3) este de forma x = f(t,x) 
cu f(t,x) = A(t)x + b(t) în care Alt) si b(t) sînt conti- 
nue pe intervalul (54 ,t5). In consecinţă, f(t,x) este conti- 
nuá pe Jt - (51, t4) x R^ 。 Deoarece : 

(7) If(tjx) = £(t,y)l < NAC ah x-y , 
urmeazä cä f(t,x) satisface o conditie Lipschitz localä in ra- 
port cu x. Mai precis, (7) arată cá f(t,x) satisface o condi- 
Vie Lipschitz în fiecare mulţime I Xx R", în care I c (5, 02) 
este un interval compact. Intr-adevár, sup I A(t)Il < oo pentru 
tel. 

Din consideratiile de mai sus, rezultă cá x(t:t x?) este 


unic determinatá pentru (tos?) sto € (ty st), x°e RT 。 Interva- 


= 498 = 

Aul de existență al soluției x(t;t,,x?) confine o vecinätate 
a lui to şi aparţine lui (tista). Trebuie de demonstrat că a- 
cest interval coincide ou C(t, » 82) . 

Vom demonstra acum cá x(t;t,,x?) este definit pe [t,,t5). 
Un rationament asemănător are loc în cazul intervalului (で tg. 
Ultimul caz se reduce la precedentul cu ajutorul schimbării de 
variabilă t=-T. 

Să presupunem că [t,¿ 1), T < to , este intervalul de e- 
xistentá la dreapta al soluţiei x(t3t,,x°). Atunci 


(8) lim I x($;t,,x?)1 = 0, cînd t—T. 
Der (3) conduce la 
t t 
(9) x(t,t να) zx? f b(s)ds + $ A(s)x(s,t,,x?)ds " 
o to 
peatru te [$,,7). De aici rezultä 
t 

(10) πίτες. x?)ll < M + j Il ACs)ll | x s1t,,x?)ll ds 

o 


pe acelaşi interval, în care M este astfel ales încît 


T 
Nx + { coi as <u. 
s ο 
(11) lx(t;t,,x?)l < Me 2 » telt T) 


care contrazice (8) 

In consecinţă, presupunerea T< tə. este falsă şi deci a- 
ven T = το . 

Demonstratia a 2-8. Poate fi aplicatá metoda aproximatiilor 
succesive. Știm că sistemul (3) cu conditia (6) este echivalent 
cu (9). Pentru această ultimă ecuaţie, aproximatiile sînt defi- 


nite prin , 


- 79 - 


t t 
(12) x ut. ix") = x? + $ b(s)ds + ) ACs)x" (s; t,,x?)as, 
t t 
à ο ο 


unde m = 0,1,2,... Fiecare x" ($;t,,x?) este evident def nit 
pe (tt っ ) ò 

Pentru a demonstra convergenta sirului [x it) e=+e 
convenabil să restringem consideratiile noastre la un interval 
compact I C(t,,t,). Pe un astfel de interval, NAlt) este 


mărginită si din (12) obținem t 
t 
Q3) Wa? iit, xaos top) L MIU - 
ο 
- x ls, tx) as) A 


pentru orice m> 1 în care L este ales astfel ca N ACE)! 


* £L,t€I . Acum, putem deduce cù uşurinţă din (13) inegalitätile 


bine cunoscute 
u (Llt-t | "> 


(14) lx" ον κ) - E 


(m+1)! 
unde M>L ΙΧ; +B, cu B= sup Ib(t)]| , tel. 

Cu alte cuvinte, şirul [x^ G5t,,x^)] este uniform cc 
gent pe orice interval compact 1 C (tz τρ) . 

Observaţie. Teorema 4.1. afirmă că toate soluj.ile siste- 
mului (5) sínt definite pe (6102), considerat ca interv: 


mexim de existentá. 


In consiceratiile următoare in care ne ocupän de si 
liniare, vom înţelege totdeauna prin soluţie, o soluție 
rață. Atunci peste tot va fi vorba numai de sol: ,iilk - 
nite pe: (t.,t5) » 


$ 4.2. Sisteme liniare omogene 


Aşa cum am amintit înainte, un sistem liniar gi omogen are 
forma (4) 。 

Proprietatea importantä a sistemelor omogene líniare, din 
care pot fi deduse multe alte proprietäti se referá la struc- 
tura algebrică a multimii soluţiilor. Poate fi enunțată ast- 


fel 1 
Teorema 4.2. Se considerá sistemul (4) in caro x este un 


vector cu n dimensiuni iar A(t) este o matrice de tipul(n,n) 
continuă pe intervalul (もっ) . 
Multimea tuturor soluţiilor (4) formează un spetiu vectori- 
al de dimensiune n peste cîmpul numerslor reale. 


Demonstraţie, Să precizám , de la început că avem de-a face 
cu soluţii reale pentru sisteme reale. Dacä A(t) conţine ele- 
mente cu valori complexe sau dacă avem în vedere soluţii com- 
plexe, atunci vom considera un spatiu vectorial peste címpul 
numerelor complexe. 


Faptul că mulţimea tuturor soluţiilor formeazá un spaţiu vec- 


torial, se poate vedea cu uşurinţă din 


(15) (οκ) = cx = cA(t)x = A(t)(cx) 
şi 
(16) (x + y) =x + y = A(t)x + Alty= A(t)x+ y) 


în cere x si y sînt soluţii ale lui (4) iar c este un număr real 
arbitrar. 

Relatia (15) exprimá faptul că produsul unei soluţii printr-o 
constantă este tot o soluţie in timp ce (16) afirmă cá suma a 
Gouă soluţii este de asemenea o soluție. Desigur, orice combina- 
tie liniară (finită) de soluţii este o soluţie (a sistemului (4), 


Pentru a demonstra faptul că spaţiul soluțiilor are dimensiu- 
nea n, vom constitui o bază a acestui spaţiu din n elemente, 


ο) 


po 


に YEN e 
Sá fixám un to € (t, το) si să considerăm următoarea bază 


pa 


a spațiului R. 


11 Οι Fer 
ο 1 ο | 
1 2 | 
θ = ο ye = e pa... ϐ = 0 | 3 
: : : | 
0 0 1 / 


Cu alte cuvinte, vectorul e, are toate coordonatele 0, 
excepţia coordonatei de rang k care este egală cul. 

Să notăm prin x*(t) solutia lui (4) cu (4) = ΘΓ 4 
k = 1,2,...,n. Vom demonstra că soluţiile xÉ(t), Em 13626, 
formeazá o bazá ín spatiul solutiilor sistemului (4). 

Mai intii, sä remarcän cá aceste soluţii sînt liniar inde- 


pendente. Intr-adevăr, din 


(16) eax (8) + a a (8) Senet ex (4) = 0, telt st. 
urmeazá, dínd lui t valoarea to» că 
2 
cel + eye” + cos + ce" = Ὁ 
ceea ce implica Cy = Cy = ees Ca = O, deoarece Glew areas 


formează o bază in RT , 

In al doilea rind, orice solutie x(t) a lui (4) poate fi 
reprezentată ca o combinaţie liniară cu coeficienti reali 
solutiilor x(t), xc( も )。。。。 Kt). Intr-adevár să notin >: 
x(t) o soluţie a lui (4), Putem scrie 


(17) x(t,) = oe? + 0x02 4 ces + cer, 
de = iu 


- MÓN 
coeficienţii fiind cei din (17). Este evident că z(t,) z y(t) 


si deoarece are loc unicitatea, putem afirma ; 
(19) x(t) =c x!(t) + o C +0 x (t) t€(t.,t95) 
42 EUR Oy 2% «O , 1742 


ceea ce demonstrează afirmația noastră. In plus, această repre- 
zentare este unică. 

Teoreme 4.2 este ín acest fel demonstrată. 

Observaţie. Din teorema de mai sus rezultă că mulțimea tutu- 
ror soluțiilor lui (4) va fi cunoscută de îndată ce cunoastem 
n soluții liniar independente. 

O bază a spațiului tuturor soluțiilor sistemului (4) este 
numită un sistem fundamental de soluții. 

Să presupunem acum că avem n soluții ale sistemului (4),fie 
ele x(t), メー( も )。。。。 μα (9). sá considerüm matricea X(t) ale 
cárei coloane sínt vectorii x(t), x(t) eee x (t) a 

Putem scrie 


x «ο es e) 


(20) Eft) = [xi αδεῦ mea Bi 


xl(t) x2(t) v xp (4) 


indicele de jos desemnínd coordonatele iar indicele de sus - 
solutiils. 

Desigur, o problemá importantă $n ceea ce priveşte sistenul 
(4) este de a decide dacă X(t) este matricea unui sistem funda- 
mental de solutii, sau nu, 

Räspunsul complet la această întrebare este dat în teorema 
ce urmeazá, 

Teorema 4.3. Condiţia necesară gi suficient ca x エ (も ) $ 
x*(t),. ze) să formeze un sistem fundemental de soluţie 


pentru (4) este 


EN. MER 
| v4 (21) det X(t) # 0, も (tt もっ) 
Demonstrație. Să presupunem că lt) lt)... ,x (t) for- 
' mează un sistem fundamental pentru (4), adicá o bază în gpa- 
fiul tuturor soluţiilor din (4). Pentru orice soluție x(t) a 


Mb repre- 
sistemului (4), existá un sistem unic de constante 9456535» ,€ 


aşa încît să aibă loc relația (19). Cu alte cuvinte sistemul al- 
gebric liniar : 


(22) exl(t) + cox“(t) taeste Kt) = x(t) 


admite o soluție unică (care nu trebuie sá depindá de +) oricum 
T9 am alege membrul drept, Aceasta poate să se întîmple numai dacă 
(21) are loc. 

Invers, dacá are loc (21) se poate fixa t¿€ (94:95) si se 
poate reprezenta orice soluţie a lui (4) în forma (19). Intr-a- 
devár, deoarece det X(t.) #0, rezultä cá vectorii x(t) 
BEE 3,» RI Cu) formează o bază în RP si atunci pentru o so- 
lutie datá x(t) a lui (4) există n constante O,1Coyee0 C, 898 
incit 
(23) x(t.) = ox (Ct) + Ah to). 

Urmínd acelaşi raţionament ca în demonstrația teoremei 4,2, 
găsim că (19) are loc cu €45955*««,0, Obtinute din (23), 

Observaţie. Deoarece în demonstrația suficientei condiției 
(21) am folosit cerința mai slabă det X(t,) #0, pentru t ¿€ 

E(t, 162) fixat, rezultä cá (21) este echivalentá, de asemenea, 
cu această ultimă condiţie, 

Cu alte cuvinte, dacă det X(t) este diferit de O, pentru 
un t,E (t],t,) dat, det X(t) esto diferit de O în orice punct 
pe (ty 185). 


Un enunţ echivalent este: dacă det X(t) este zero pentru 


είς t.) dat “Kuna! 1 sta identia zara ne Eu 
€94,05) dat, atunci ol esto identic zero pe (54,04) š 


Să observăm cá det X(t) este numit determinantul lui Wron- 
Ski al sistemului x!($),x7(t),... x (9) si se noteazá 
W(x x7 000 テロ) sau mai simplu W(t), dacă această notație 
nu poate sá dea loc la nici o confuzie. 
Vom demonstra acum un rezultat privind Wronskianul (formu- 
la lui Liouville). 

Teorema 4.4. Fie W(t) Wronskienul soluţiilor x!(t x2(4), 


... 1 (t) ele sistemului (4). Atunci, dacă t,t € t, ato)aven 


t 
(24) W(t) = W(t.) exp {4 ΟΣ 
unde Á 


n 
Sp A(t) - 2 a(t) ἃ 
i=} 
Demonstratie. Deoareca 
1 2 n 
x(t) x7 (4) ων x} (4) 


1 2 
W(t) = det X(t) = |Xag( ZSCt) ... x2(4) 


ο 9 ο ο 9 e -ᾱ'» 6. -ϕ. ὁ 


1 2 
xr( も ) xc( も ) ... xa) 


vom aplica regula pentru găsirea derivatei unui determinant. Se 


poate scrie 


n 
(25) W(t) = 2m ; 


unde κ CU) este determinantul ale cárui linii sínt aceleasi ca 
si in W(t), cu exceptia aceleia de rang k care este formată 
«I é . 
din derivatele xy (8) (eee κ 
n 
— 


Dar x = j A DUE. 3$ uam 


c 


ceea ce implicä 


(26) Wet) = ayy WC), k = 1,2,...,n. 


x AR 


= 85 = 

In concluzie din (25) si (26) obtinem 
(27) We) = {sp aCt)] WC) 

. Ecuația (27) atrage (24) deoarece este o ecuaţie liniară o- 
mogenä în F(t). 

Observatie. Formula (24) aratä cä W(t) este ori identic 
zero pe (54, το) sau diferit de zero în orice punct al interva- 
lului. 

Yom considera acum ecuaţia diferențială matricială asociată 
lui (4) 3 
(28) X = A(t)X 

Ne intereseazá sá gásim acele matrice de tipul (n,n) ce satis- 
fac (28). Din (28) rezultă că X(t) = (x! (&),x7(8),... x P(£)), 
unde l(t), (t) ees x Ct) sînt functii vectoriale, este o 80- 
lutie a lui (28) dacă gi numai dacă fiecare x ($). o 2 aes 
n este ο soluţie a lui (4). 

Să observăm că (28) admite o soluție unică X(t), definită 
pe (t,,t,) aşa încît : 

(29) Xt,) = C 


in care t,¿€ G5 t2) iar C este o matrice de tip (n,n) constantă. 
Tinínd cont de teorema 4.3, rezultă cá X(t) definită de (24) 

gi (25) este o matrice fundsmentalä (adicä matricea sistemului 

fundamental de solutii pentru (4)), dacá gi numai dacá det CZO. 
Dacă cunoaştem o matrice fundamentalä pentru (4) sau - ceea 

ce este acelaşi lucru - o soluţie a ecuaţiei diferenţiale matri- 

ciale (28), aga încît det X(t) £ O, atunci 

(30) CR) «αν, 


in care x(t,t,,x?) reprezintă soluţia sistemului (4) care ia 
valoarea x° pentru t = to Matricea inversá in membrul drept al 


„lui (30) există, deoarece det X(t) Æ 0, t € (ti, 142) Fi 


- ἜΘ, = 
Mai departe vom folosi adesea formula (20). 


6 4.3. Sisteme liniare neomogene 


Se consideră sistemul (3) 
x = Alt)x + b(t) 
în care A(t) este o matrice de funcţii de tipul (n,n), conti- 
nuă pe (ty sto) iar b(t) este o funcţie vectorială cu n compo- 
nente,continuá pe acelaşi interval. 

Vom presupune că este cunoscutá o matrice fundamentelá X(t) 
pentru sistemul omogen (4) şi sá aplicăn metoda variaţiei con- 
stantelor, pentru a găsi soluţia pentru (3). 

Să observăm că formula (19) care dá soluţia generală a lui 
(4) poate fi scrisä 
(31) x(t) = X(t)e , 
în care c este un vector coloană constant ale cărui coordonate 
sínt 0102)... Cy. 

Metoda variației constantelor constă în găsirea unei soluţii 
de forma (31) pentru sistemul neomogen (5) cu ο = c(t) convena- 
bil ales. 

Din (21) pentru ο = o(t), găsim 


x(t) = Xt)e(t) + X(t)6(t) = A(tDX( も )c( も ) + (も )6(t) 
si inlocuin in (2) obtinen 


A( も )X( も )c( も ) + Χ(9)ο(ς) 


A( も )X( も )c(t) + b(t) , 
de unde 
(32) X(t)e(t) = b(t) 
Ecuația (32) defineşte unic c(t) pe (t」 も っ ) deoarece det 
X(t) #0, t€(t,,t,). Obtinem 
(33) st) = X"llt)bct) 


care aratä cá 


Eu d = 
t 
(38) o(t)=0+ ἡ χ(ογοίο)άς, teltta), 
čo 
unde c este un vector constant 185 toE (6152) este fixat. 
Formula (34) dä toate funcţiile vectoriale clt) astfel ca (33) 
sä aibă loc . 


Tinind seama de (34), (31) conduce la 


t 
(35) x(t) = χ(ε)ο + x) | x"hcowGOas , + € Ctto) 
o 


cu o un vector constant arbitrar. 

Este un exerciţiu elementar a demonstra (35) este Intr-ade- 
vár o solutie a lui (2). In plus, toate solutiile lui (3) sint 
date de (35), ou o constantă arbitrară c 。 

Pentru a demonstra ultima afirmaţie, este anficiant să ob- 
servim că pentru o alegere convenabilă a lui c, x(t) dat de (15) 
satisface condiţia iniţială (6), x(t,) 2x9, 

Obtinen x’ = X(t,)o » care implică 


・ も 
(36) x(6,t X°) = xi) ye? + X(t) | xt(e)bcs)as , 
to 
unde ェ (ti も x°) reprezintá solutia lui (2) ce satisface (6). 
Citeodatä, (36) se mai scrie sub forma 


t 
ο ο ο. ο ος 
deoarece "o 
t t 
Ge) — S) = x(t) x7 Goes = f x(t)x~+(s)b(s)qs . 
ο ο 


Ultima egalitate din (28) poate fi ugor verificatä. Este 
de asemenea usor de vázut cá 
(39) X = 4(t)(t) + b(t) , 


„dacă luăm în consideraţie ecuaţia (28) pentru X(t), Tn scopul 


de e obține (39) este convenabil sá se folosească prima expre- 
sie pentru x(t) din (38). 

Acum, formula (35) este echivalentă cu 
(40) x(t) = X(t)o + X(t) , 
care poste: fi citită în felul următor: pentru a avea toate so- 
lutiile sisterului neomogen (2), este suficient să se adauge 
eolutia x(t) a acestui sistem la o soluție arbitrară a siste- 
mului (4). 

De fapt, ceea ce επ afirmat mai sus rămîne valabil dacă se 


înlocuieşte x(t) printr-o altă soluţie fixată a lui (3), de 


exemplu αν 
i x(t) = X(t + X(t) 


Intr-adevár, X(t)c + x (t) = X(t)(e + ος) + X(t) = X(t)o*x(t), 
unde ο" este un vector constant arbitrar. 

In consecintä, de indatä ce cunoagtem solutiile sistemului 
omogen (4), adică o matrice fundamentalÁ a acestui sistem, pu- 
tem gási o solutie x(t) a sistemului neomogen (3), prin apli- 
carea metodei variaţiei constantelor. Această operaţie cere, 

în afară de unele calcule, algebrice, integrarea unei functii 
vectoriale - ceea ce înseamnă - integrarea a n funcţii scalare. 
Odată ce am găsit o soluţie x(t) a sistemului (3) soluţia ge- 


nerelá (sau integrala) acestui sistem este dată de (40). 


§ 4.4. Ecuaţii liniare de ordin superior 
Von aplica acum rezultatele găsite în $ 4.2 si $ 4.3 cazu- 
lui ecuaţiilor diferenţiale liniare de ordinul n, cu n>l. 
Se consideră ecuaţia liniară neomogenä 


(n-2) 


+ a,(t)x tecet a (thx + b(t) , 


unde a(t)... a (Ct) si b(t) sînt funcții scalare continue pe 


(も もっ) < 


= B9 = 
Am văzut în § 2.5 că (41) este echivalent cu 


x =X 


X15 


X el 


= a (tx, + a,lt)x οὐ...’ a (tx + b(t) 
care reprezintă un sistem liniar de forma (3). In plus, dacá 
x(t) este o solufie a lui (41), atunci 

x(t) \ 
x(t) 


πλ )。。 、 


プリ 


este o soluţie a lui (42). Dacă ludm ο solutio arbitrará a lui 
(42), atunci prima coordonată este soluţia ecuaţiei (41) , 


Sá remarcám ca ecuatia omogenă corespunzătoare lui (41) este 


(43) x(n) = a, (6) (07D πο ως. a (tx, 


lar sistemul omogen asociat este 


= a (も + a&(t)x, 5t... aj (Ox . 
Datorită corespondentei de mai sus între solutiils lui (41) 
şi (42), respectiv (43) si (44), putem deduce citeva proprietăţi 
ale ecuaţiile liniare de ordin superior, plecind de la proprie- 


tätile sistemelor diferentiale liniare. 


ο ue 

Mai intii, să observăm că din teorema 4.1 decurge un rezul- 
tat cu caracter global in ceea ce priveşte existenţa soluţiilor 
ecuaţiilor diferenţiale de ordin superior. Mai precis, urmează 
că orice solutis a lui (41) este definită de (61.12). 

Teorema 4.2, aplicată lui (44) dă următoarea proprietate a 
ecuaţiei omogene liniare (45): mulţimea tuturor soluţiilor e- 
cuatiei (+3) formează un spaţiu vectorial de dimensiune n pes- 
te cîmpul numerelor reale. 

Este interesant de subliniat că proprietatea de dependenţă 
liniară a soluţiilor lui (43) poate fi formulată astfel: dacă 

x, (t) X(t), < Xp (t) sínt solutii ale lui (43), vom spune 
cá ele sínt liniar dependente dacá existá nigte constante €; 
Cyp+».»C, DU toate zero, aga încît 
(43) cyx (t) + coxo(t) teest oe (も ) = 0, € €(t,,t2) + 

In caz contrar, ele sint numite liniar independente. 

Se observä cá din notiunsa de dependentä liniará din cazul 


sistemelor gi din (45) se pot deduce următoarele condiții în 


loc de (45) : 


+ 
o 
K 
A~ 
ct 
トン 
1 
o 


Cx, (t)*e2x5 (t) See vtm + D 0 
(46) C1 X, Ct) eco (4 )+ E σα 


. . ο 2 δ ὁ 6: pă 6: 3.4 Ὁ ο ὁ 


A e a y 40 (072124) æ O 


pentru t arbitrar în (t, δρ) a 

Deoarece (46) implică (45), este suficient să se demonstreze 
sfirtatia inversă, pentru a stabili echivalenta lor. Într-adevăr 
luînd derivatele embilor membri în (45), găsim (46). 

Prin urmare, noţiunea de dependență (sau independentä) lini- 
ară se enunţă mai simplu în cazul ecuaţiilor liniare, decît în 


cei al sistemelor, 
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Desigur, este interesant de ştiut dacă un sistem de n solu- 
ţii ale lui (43) formează un sistem fundamental sau nu . 


Deoarece Wronskianul corespunzător lui xi(t$),x4(t),.. x, Ct) 
este 
x, (t) zul) see. xQG) 
x.(t Ek) «...' rib) 
ap πως |1Ῥ - “2 3 ἢ 


52 ὁ φ 9.9.4 5 Ὁ ο 5:28: ο ο 


ェ Ka ふう (る) x1) (4)... z(2-1) (4) 


rezult&: o condiţie necesară gi suficientă, pentru ca un sistem 
de solutii ェ (4) ,x (8) ,... x, (5) ale lui (43) sá fie sistem 
fundamental este 
(48) Wt) 0, tElt,st,) . 
unde W(t) este dat de (47). 
Afirmatia de mai sus este un caz particular al teoremei 4,3. 
Se poate remarca de asemenea să formula lui Liouville (24) 
devine t 
(49) W(t) = Wit) exp { f a, (s) as } 

ο 


In sfîrşit, vom aplica si aici metoda variaţiei constantelor, 


pentru a găsi soluţia ecuaţiei (41), cínd se cunoaşte un sistem 


fundamental de soluţii pentru (43). 


Sistemul (32) devine în cazul nostru 


ex (も ) x(t) + eos + e x (6) 0 
&,%, (+) + 5, (4) +... + OX (6) = 0 


(50) * ο ο € d - HF Ὁ: Ὁ  W ο ἡ ὃ Ὁ ὦ US TO X; ὁ, ὁ 


. 8 U a & ο ο 9 9 € & Ὁ. ゃ 


$a?) T NND SE x(n-2)(4) Ξ 0 


CX αλ) ans ορ δα do Ox 


en 
5 
i 
=> 
トン 
A~ 
cet 
トン 
|| 


= b(t) 


= 98 = 
Prin ipotezä, determinantul coeficientilor din (50) este di- 
ferit de zero (este Wronskianul sistemului xy ($),x5(t),. . x, COD. 
In consecinţă, 65655 ee On sínt unio determinate de (50), in- 
diferent de modul cum $1 alegem pe b(t). Regula lui Cramer se 


poste aplica si gásim 


: w(t) 
(51) c(t) = b(t) , K = 1,2,...,n 
W(t) 


unde W(t) este determinantul obținut din W(t) prin înlocuirea 


coloanei de rang prin 0,0,...,0,1. 
Acum, dacá fixám pe to € (tt) din (51) obtinem 


Wy CS) 
(52) ey (t) = —— b(s)ds, k= 1,2,...,n 
o (5) 
luind toate constantele de integrare egale cu zero. 


Din (52), urmeazá cá 


mw, (s) 
Ws 


b(s)äs , 


este o solutie a lui (41). 
Deci, integrela generalá a lui (41) este datä de formula 


(54) x(t) = èx (t) + ... + ex, (t) + Z(t) , 
unde Cy Ορ... Cp sínt constante arbitrare. 


Observaţie. Din (50), (52) si (43) rezultă cu uşurinţă cá 


x(t) este acea solutie a lui (41) pentru care 


(55) Zt) = O , 6) 20,..., FP) BO, 


multe aplicat 


fel de sistem pcıte 


Vom presupune 


pe un anumit dom 
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Inainte de a merge mai departe cu studiul sistemelor auto- 
nome, sá demonstrám (57). 

Deoarece merbrul drept al lui (57) se reduce la x? pentru 

V τον Bvem de demonstrat numai cá z(t - t,50,x°) este o 80- 
lutie a lui (56). Stim cá 

x(t,0,x°) = £(x(t;0,x°)) 
pentru orice t ce aparţine intervalului maxim de existenţă a 
soluţiei ce trece prin (0,x0), să spunem ἔξ 80d Deoarece f 


nu depinde explicit de t, rezultă : 
(t-t,,0,x?) z £(x(t-t,:0,x?)), pentru t € (E, et, tot) 

Deci, ambii membri: al lui (57) sînt soluţii (saturate)ale 
lui (56) luínd aceeaşi valoare in t = toe Ele coincid, conform 
teoremei de existenţă gi unicitate. 

Sá notăm 
(58) €(t;x9) = x(t;0,x?) 

Funcția Z(t;x?) reprezintă soluţia sistemului (56), luînd 
valoarea x^ în t = 0. Rezultă din argumentaţia de mai sus 
că este suficient ca X(t,x9) să descrie mulţimea tuturor SC 一 
lutiilor sistemului (56), deoarece (57) poate fi scrisă 
zitit”) = X(t = t.;x°) . 


Vom încerca scum să folosim mai mult avantajul cá sistemul 


Mai intii, este interesant de arătat că x = x( 


2 pe+l 


complet âeterninat - ca o curbă în - prin proiecția sa 


ortogonală pe D (adică pe secţiunea lui St ce corespunde lui 


pentru 


te ο 80- 


tentä a 


onrece f 


uind 


t 

の 
An 

i 


metrică adecvatá a comportării curbelor integrale ale. sistsmu- 


lui (56) + 


Mai precis, se corsideră fi Ὁ toate curbele integrale ala 


ο 
ο 


i ~ ο ο τ 
ecuaţiei x = \t3x ) cu x そ D。 Deoarece x(t;t,,x ) 


-X(t-t ix) putem afirma că toate traiectoriile 


(56), adică graficele tuturor soluţiilor acestui 
y 


gur, toate solutiile x €x" fixat 5 
au aceeaşi traiectorie., pe 


intervalul lor maxim de existenţă, 


Acum, vom demorstra că două tral 


PIN 1 —( 24 κας ες 

ZU, IX) = Xit5;x 2. Atunci xí(i;x 
—— 
e sint 


a traiectoriilor unui siste 


A cantina 3257. nomini nlos 3 min 
2. A conține nunere positiva, oricît de nich 


min mai < Ah ^d at 1 T. | ων 

nar poziviv- ec Atunci este evideny ος A RO= 
rá -opico np ian a cn et < E: x m ar 
ró6-orics 5 n §niveg arbitrer. You dimonst> 


こと 


că A= (πεί, Intr-edevéír, dacă aci, există n aga încât 


. Dar s-nT€À si din insgalitäfile de mai sus 


obținem OS a-nT<T. Deoarece T este cel mai mic numár pozi- 

tiv din A, urmează a-n T-0, adică a = nf. 
In cel de al doilea caz existä un sir de numere, pozitive 

din A aga încît 81» 82»:»:.» 85» ... 11m a,=0 cínd n 9 o.Fie 
aun număr real arbitrar, Vom demonstra cá acA, adică A = R. 


De areoe oricărui a, îi corespunde un întreg E, age înot 


k=, $ 8 < (k,*1)8,, urmează |a-xk,a, | < a, . Dar ka cA 
şi din lin k a =a cînd n — oo obținem 8 €4, mulțimea 
fiinä o submulțime închisă a lui R. Deci A=R. 
Observaţie. O altá formă a lemei este: singurele subgrupuri 
proprii închise ale grupului aditiv al numerelor reale sini 
grupurile discrete de forma n? , unde T este un număr pozitiv, 
Se poate demonstra acum un rezultat important în ceea ce pri- 
veşte traiectoriile sistemelor autonome, 
Teorema 4.5. Sint numai trei tipuri de traiectorii pentru 
un sister dife-: vial autonomi 
care se reduc la un punct (punct singular); 


inchise seu ciclice care sint homeomorfe cu 


care sírt homeomorfe cu un interv 


rima corespund 


ct 
m 
m 
x 
o 
の 
H 
o 
p 
Hd 
o 
B 
ty 
o 
o 
いり 
τ 
E 
H 
に 
P 
o 
fr 


tersecteazä cu ea însăşi, în timp ce al doilea 


treiectoriile fără autointersectii (adică, 


pentru t x t) A 


Să considerär cazul unei traiectorii care se intersecteaz 
cu ea însăşi. Atunci, dacă x - Fit;r°) este ecuaţia acestei 
traiectorii, se pot două numere t, 31 >> t Æ も azin- 
două apartinind intervalului rsxim de el lui ¥(t3x°), 


- ο 


fie (9, , も っ ) ο încât z(f, ix^) = T(t 


2 
- nv : 
770, to = + oo si că traiectoria este bomeomorfä cu o cir- 


E x ~ ο 内 7 A 
cunferintá. Intr-^devár, x = x(t + δ - toi ) este ο altă so- 


lutie a lui (56) ce corespunós aceleessi tral 


© 


ctor 
M o e € =e? sed haften ὁ; s d 
x(t;x ) gi x(t + t, - PIE ) lau aceeaşi valoare pentru t = tas 


Aplicám teorema de unicitate şi obținem 


59) Tux = X(t 4 δὶ - to). 
Deoarece embele soluții sînt saturate, urmeazá că (S, も 
trebuie să coincidä cu (δι + δι - to, も っ + t, = to). Aceast 
este posibil dacä si numai dacá ty ==- © si ο a * ον Pe 


^ 


m Y pP x x ο è 
de altă parte (59) arată οὔ x(t;x ) este o funcţie period 


în t cu perioada t. - t,. Deoarece mulțimea tuturcr periosde- 


lor unei funcții continue satisface conditiile lenei de mei 


T 


rezultă existentc unui num を - pozitiv T, rga încât orice 


n 


dă este de forma nT, cu n n-nár întreg, Cu alte cuvinte T, es- 


a t lutiei x(t;ix" ). Sublinien că 


per ru 1 b s 
ê T: Ox = 0 - 
ar Inserna XAU JE x y C22 pe care Caja i-Cn anal. zat. 
In consecință, traiectoria noastră corespunde unsi soluţii 


T) a sistemului (56). Pentru a obţine 


ectoria, este suficient să-l oe も lau 
rbitrar de it 8 T, Spur 7 ー 
strat ce această ti ctorie este nonoonorfă cu o cii - 
rintá. Deoerece orice circumferință esto horsomorfá cu inverve= 


m r πὶ ^ " "E " "P ο : 
lui 0,7 Po ο u extron.tütile identificate, putem consi- 
, , 1, y , 


98 = 

Gera aplicaţia t — X(t;x?) de la 
plicatie este biunivocá, cu excepţia lui 
tru care (O;x?) = X(T,x°) = x°. Intr-adevár, T este cea mai 
mică perioadă pozitivă a lui =(t;x°) 54 aceasta implicá 
Xx?) Æ Z(t, 5x0) pentru t #+t,,t,t,¢[0,7). In plus, apli- 
catia t — x(t;x9) este continuă, Acum, se aplică următorul 
rezultat toyologicl)i o aplicaţie biunivocá continuă a unui spa- 
fiu compact S într-un spaţiu separat 81 este un homeomorfisn 
(adică S este homeomorf cu imaginea sa in 812. Aceasta ne con- 
duce tocmai la concluzia dorită, 

In sfîrşit, în cazul cînd traiectoria nu se intersectează 


pe ea însăşi, urmează că t — X(t;x?) este o aplicaţie conti- 


nuă biunivocă de la (%, st) - intervalul maxim de existenţă - 


pe RP, Din rezultatul topologic citat mai sus, se poate vedea 
cu uşurinţă că aplicaţia inversá este de asemenea continuá, a- 
dică homeomorfă, 

Cu aceasta demonstraţia Teoremei 4.5 este terminată. 

Inainte de a sfîrşi acest paragraf, am dori să facem anumite 
precizări privind terminología ce se referă la sistemele suto- 
nome. 

Se obisnuieste s& se asocieze un cimp vectorial sistemului 
(56). Anume pentru fiecare punct x&D, consicerăn vectorul f(x). 
Atunci traiectoriile sistemului (56) reprezintă tocmai curbele 
ce sînt in fiecare punct tangente vectorului f(x), Se obisnu- 

se 3 at R= patiul sistenu- 
lui dinsmic 
) D mplu, Kolmogorov & 


functions and function 
N.Y., 1957. 
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Să reemintim că mulțimea tuturor matricelor de tipul (n,n) 


formează un spațiu vectorial peste corpul numerelor reale şi 


o normă A — liall poate fi definită asa oum este arătat 


v2 
NA! ας 13? . 


acest spaţiu este complet în raport cu norma dată. 


δ 4.1 


In plus, 


Intr-adevár, se poate vedea cu ugurint& că un şir de matrici 


[45] ce satisface conditia lui Cauchy N 45-44 «€ 


de îndată ce p,q 2 N(C), pentru orice と >0。 este convergent 
cátre o matrice A. Este suficient sá observám cá IA, - Al くも 
implicá | sf - aş, | <& ,1,j-21,2,...,n şi să aplicăm apoi 
criteriul clasic 


Să revenim la expresia (62), să notăm 
AP 
pT 


1 tos? 
este un gir Cauchy ín spatiul matri- 


celor de tipul (n,n) aga cum a fost descris mai sus, Se 


ne 


din care găsim 


(62) 


conduce la 


care 


urmare, 


A 


agiului 


・ 1 


rietay 


propri 
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mi 


X4Í 


jt, O rec X 
| 4 a s . . 0 

| Ja rr D A 
Ub 4 TE E Πο; Ὁ 9.9 ὦ | 
O ο O を oasis 


e 
ς 
. 
. 
. 


1 \ 
68) . | 
(6C, Wo ο δι να πα ον σε κ ᾱ | 

O Oi ο κος A ] 

p+i 

ο O 645.» 96e» À 
y + 4 3 - ^ 5n " 
peniru 1 - numarul og Y 


p. * wes 


e racteri 
> caracteri 


à A = DJ B 
に り て ノエ . 
: | xpiu TETT ( 
~ ν 8 | 
| . . 2 sa « ο a T4 W 
I に = Ad ς 62 Ussees ド 


1 t N 
1 t “ss. TT 


T seo,“ \ 


xrtriuat e し i Ole Y どら で 3 iD va & C Lor- 
le Ont i 2 { ntele matricei At) sin de 
fc a . 
> ここ K 
S + - y ^ em 2 + 
^ & ν/ - i ょ ーー ーー ュー 1 B 
V LUNC PLE ΙΝ で € 4 Orne \ ノ . 
Atunci, pute 1 ca pentru li- 
niar, omogen, existá o u 1 
sint qusesi-polinosre,. 1 5, funcţiile e enen e ce r 
11 uesi-pc 3 Sint 10 € に =; 
e ră ina で cter [e atri 2 9 Or. 
^ ta nec ib potii] n 


quasi-polinom 


a 
(80) a(t) = Lpy(t) expt) 


c=1 


functia exponentialä nu este zero, 


pentru orics 


Să presupunem acum concluzia Lemei adevărată 


quasi-polinom cu (n-1) functii exponentiale in alcă 


Deoarece q (t) = a(t) expl-A, Ὁ) este tot un quasi- 


dentic nul pe axa reală, rezultă că derivatele sale de orice 


ordin vor fi identic zero, Dacă gradul lui 


= 3 3 as の (r+l) 3 
lua derivata de ordin σε], qalt) = q, Ct) 


quasi-polinom de forma 


e 
) 
3T 
の 
" 
> 
に 
Q 


m 


Un rezultat algebric auxiliar va juca un rol important 


abordarea acestei probleme, 


mal 


2. 
οὐ 


+8 ΥΣ 
Polinomul p(A) > jolinomul caracteris 
lui (84) iar ecuaţia corespunzătoare PA) ) es 
atia caracteristică. 
Desigur, L(x) are sens numai pentru acei x, care sint di 
renfiabili de ordin cel putin n. Utilizind această nota 


cuatia (84) poate fi scrisă de asemenea L(x) = 


Este util de observat cä 


(87) D(e^*) «ολο. 


O consecinţă a relaţiei (87), este faptul cá functia e 


a 
onstrui un sistem 


ază, 


tinind seana de (87). Formula (88) este acum evidentá. 


Să presupunem că A= Ase Atunci pA) = Ρ!(λ) = 。。。 = 


J 
(x,-1) ご k Ast 
=p (A) = 0. Din (88) deducem L(t €j“) = 0, k = O,l,..., 
k;-l. 


Prin urmare, em construit n = k, *...* k soluţii pentru 


(84). Rámíne de demonstrat cá ele sint linear independente. 


Intr-adevär, din 


m 
= k,-1 A,t 

> (Cc; η + οι ot + woe + Οζ, at e 9 =0 
i-1 dr de J qa. 


rezultă, prin aplicarea lemei, că toate constantele c.,k sînt 


sin V.t Εξ = 0,1,2,...,k 
LÀ J 


Acest procedeu se aplicá, cu modificári 


sistemelor liniare cu coeficienti constanti. 


Asa cum s-a putut vedea din consideratiil 


tul important pe care il avem de reținut este acela cà par 


reale si imaginare ale unei 


(ecuatie) cu coeficienti 


sister \eouatie). 


alar, între ο soluție s lui (S) 


č se deronstreze că produsul scalar, ο 


2 x snai rož * 
ŞI ο sc-uţie arbitrară a lui(Z"), este o constantă pe (ty rto). 


^. (Inegalitatea lui Watewski) . Cu notatiile din problema 
precedentă, să definim H(t) = [A(t) + A (+))/2 « Deoarece H(t) 
are numai rădăcini cerecteristice reale, se poate considera cea 
mai mică rădăcină Alt) ca şi cea mai mare rădăcină caracteris- 
tică a lui H(t), să spunem A(t). Dacă t5€ (tota) δὲ 5» to 


atunci orice soluţie x = x(t) a sistemului (S) satisface 


も 
え (s)es ] < x(t) < txt. exp [f λ(ο)άε]. 
“o 


AGO » inegalitatea poate fi obținută prin integrare. 


( 


o 
M 
t 
® 
o 
o 
B 
in 
P. 
a 
o 
+ 
fox 
o 
o 
に 
m 
P 
トト 
f 
に 
トト 
15 
nj 
H 
の 
B 
«t 
H 
m 
ps 
I 
K 
+ 
N 
" 
Hh 
A 
ct 
= 
の 
に 
Hb 
~ 
ct 
w 


ecuatie integnelä echivelentá bu ‘eevetia 


2 : 
X tx = £( t,x) 、 


diferentialä 
a,(t)x + a,(t)x + a,(t)z O, unde 162 (4 
funcţii continue pe interralul (5 ντο) gi 


scrisá sub forma 


Să se găsească p(t) si q(t). 
Indicatie. Se = (も t) asa 
t 


din ecuația dată prin înmulţirea cu (0) să fie 
( 


plt) + p(t)x + alt)x = 0 


fia diferentialä a lui 


ilor nedetermin 


za: de de = 
. Se considerä ecuaţia lui Legendre (1-t^)X - 2tX +Ax = O, y 
unde A este un paremetru. Sá se arate cá polinom 
a > πὴ 
dac& si numai dacă Az n(ntl). | 
i : | 
ll. Fie x = f(x) un sis autonon, în care f(x) satisface | 
| 
ο conäitie Lipschitz localá Se consideră o soluţie e 
x = x(t) care există pentru t 2 0. Fie A[x(t)] multima | 
E = „h e "CETT f 1 | 
tuturor punctelor din R așa încît există șiruri a bs | 
J | 
; \ ~ + | 
t — 00, Cu x(t) ze cínd n — oo. | 
n | 
"# se demonstreze că SL este o mulţime închisă 


atunci x este un 
| 
acă 
= > O. 
x | 


12。 Se ο A 
y = cx + dy 
ed 一 bo + 0, Sá ce discute conportarea traiectoriilor în 
r tea originii, care constituie unicul insular al sis 
tenului, 
Se va folosi forme ce ică a Jorden a ur 
trici ce tipul (2,2). Se [ consid urmat ri 
y x / A [A 
ο 4 [A 1 L Ν 
i. | ce | | . | a 
T M っ | 
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13. Se consideră sistemul liniar de control x = Ax + bu(t), 


unde A este o matrice constantá de tipul (n,n), b este un vec- 
tor constant cu n coordonate gi u(t) o funcţie másurabilá ar- 
bitrará de la [t t] in [-1,1] . Se presupune conditia ini- 


{1618 x(t,) = x° 


dată şi se notează prin K(t,) multimea tu- 
turor punctelor din RT in care x? poate fi dus prin u(t) 
aga cum a fost descris mai sus. Să se arate că mulţimea X(t, ) 
este compactă şi convexă. Menţionăm cá mulțimea K(t) este nu- 
mită mulţimea de accesibilitats. 

Indicatie : Prin definiţie, x EK(t,) dacä si numai dacä 


există un control u(t) astfel încît Y = x(t, ,t,,x?). Se va 


folosi formula variatiei constantelor. 


Capitolul 


Din punct de vedere matematic, conceptul de stabilitate poa- 
te fi apropiat de acela de dependenţă continuă a soluţiilor de 
condiţiile iniţiale. 

Să notăm, ca de obicei prin x(t34,,x0) solutia sistemului 
x = f(t,x) egală cu x?, pentru t = toe Sá presupunem cä 
x(t; 0,1) este definită pentru toti t >t si Cx) ce apar- 
tin unei vecinátáti a lui (tx). Dacá ェ (ti GE) este conti- 
nuá ín (6,20) uniform în raport ou t, #27 , vom spune cá 
x(tjt Z°) este ο solutie stebilá. Aspectul important al aces- 
tei definitii constä in faptul cá implică valorile soluţiilor 
pe o semiax&, în timp ce noţiunea de dependent& continuă se re- 
feră la soluţii definite pe un interval finit (vezi $ 3.4). 

Pe de altă parte, noţiunea de stabilitate are un puterníc 


suport fizic. Pentru a ilustra acest fapt este convenabil sá 


presupunem cá z(tit x)= O este ο soluţie pentru x = f(t,x). 


Desigur, aceasta implicä x° 20 si f(t,0)= 0, Dacă x = f(t,x) 
descrie miscarea sistemului dinamio, atunci presupunerea ante- 
rioarä are semnificaţia că sistemul considerat este într-o po- 
zitie de echilibru corespunzătoare lui x=O。 Ori,o poziție d 
chilibru este stabilă — din punct de vedere fizic - decä 


rea sistemului corespunzätoare unor mici impulsuri initiale,se va 


x 
á 


spune c 


la acela ds 


direct 


o 
o 
E 
"d 
Η͂ 
ο 
ο 
の 
42 
w% 
p 
“A 
ri 
“d 
4 
PE) 
a 
o 
πο 


namic 


tiile init 


soluţiilor de condit 


ἰπαᾶ a 


nt 


c 


ín discutarea aces- 


si 


1 de stabilitate 


nt mai multe tipur! 


5 


detalii, 


lte 


noy 


tei 


ο 


cercetarea 


in 


exemple 


utie a 


ca 


ZU L045 


veoare 
ra 
re 


(5) 
unde a(t) este o funcţie continuă pe semisxa t »0. 
Din (5) se obtine 


t 
(6) x(t;t x°) = x? exp J a(s)as | « 
ο 


Au loc urmátoarele proprietäti : 


I. Soluția x = 0 a ecuaţiei (5) este stabilă ἀεοᾶ si 


numai dacä t 


(2) | e(s)ós < U(t) , t»t 
o 


[ο] > 


unde M(t.) este finit pentru orice 20. 


II. Soluţia x = 0 pentru (5) este uniform stabilă dacă 


Si numai dacá t 


(8) { a(s)ds € M < oo, 5215020, cu M constant. 
t 
ο 


III. Soluţia x = 0Ο a ecuaţiei (5) asimptotic stabilă da- 
că şi numai dacă t 


(9) lin { a(s)ds = - 


t> oo το 


IV. Soluţia x - 0 a lui (5) este uniform asimptotic sta- 
bilă dacă gi numei dacă există A>O aşa încît 


も 
(10) Jas)as < -w(t = t。) 。 tot. 
to 


Demonstratia primelor trei condiţii este relativ simplă. 
In ceea ce privegte propozitia IV, vom da demonstratia in pa- 
itor, cind vom discuta proprietăţile de stabilita- 


melor liniare (de fapt ne vom ocupa de un caz mai 
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Să demonstrăm acum, proprietatea I - 


Deck (7) are loc, atunci (6) conduce le ; 
|x($:t,,x^)l € |x^| exp [uj «8 pentru t>t,, 


de îndată ce |x?|« 6 (E,t,) = € exp [2:69] . Deci (7) este 
suficientá pentru statilitate. Pentru a-i demonstra necesita- 
tea, sá presupunem cá relatia (7) este contrazisä pentru un 
to? O. Atunci putem gási un gir MIL n > 1, așa încît 


ta — 0 si " 


n 
(11) ] a(s)ds > log n, n= 1,2,... 
ο 


Aceasta înseamnă cá το) > n|x?| , ceea ce arată 
că x=0 nu poste fi stabilă pentru ecuaţia (5). 

Demonstratia proprietăţii II este asemănătoare. In particu- 
lar, se poate lua d£) = exp [20] - 

Să considerăm acum proprietatea III. Deoarece (9) implică 
(7), rezultă că (9) implică stabilitatea. In plus, (9), im- 
plică 


(12) lin x(t;t,,x?)) ΞΟ, 
t= © 
oricum $1 luám pe t > 0 si x? real. Prin urmare, (9) impli- 
că stabilitatea asimptotică. 
Pentru a demonstra necesitatea lui (9) să presupunem οὔ 
x = 0 este asimptotic stabilă. Dacă (9) nu este adevărată, a- 
tunci putem găsi un şir {tat to cînd no şi un 


număr N > O, ssa încît 


(13) | a(s)ds > log N > = o0, n = 1,2,... 
ο 


Inegalitatea de mai sus implică [x(t,3¢,,x°)] > Nix] care 
contrazice proprietatea de stabilitate asimptotică a soluţiei 


a ecuatiei (5), 


Din afirmaţia de mai 
i de stabilitate s toate dis 
pereche din conditiile (7), (8), (9), (10) 
conditii echivalente, Este util următoarea schema i 


stabilitate ρα, 
stabilitatea uniform 


esimptoticä δα g” 


stabilitate asimptotic 


In ceea ce priveşte raportul între stabilitatea uniformă 
cea asimptotică să observăm că în timp ce condiția (8) este 
tisfäcutä de a(t) (9) nu este satisfäcutä. In mod 
nalog, a(t) = sin 1 : ln t -d, I< d< V2, 


(9) (pentru t, de d satisface (8). 


1), din care (9) rezultă imediat, 


perte, sin x * cos x > pl pentru x€[x, 


ーー 


ο 
O< xy < T/4< x>< 5 。 Deci pentru Ta = exp(2ni + κ.) 
Xo と 
(e --ο 


Y 4 -.Ἡ wbt4 tn / ) ( αἳ 2π 
χα) obținem ı | a(s)ds > p- Je 


a 


un 


stabilitatea uniformă si stabilitatea asimp 


nt necesare cîteva comentarii 


udiul propr lor corespun 


- x(t) stemului (1) poate 


ty) , 


TE sft) 
= ον Κιν) 


A 
Q- 


o 


lalte tipuri de stabilitate. 


Din punct de vedere dinamic putem 


Consideratii asemänätoare pot fi fácute 


pune 


a 


ave 
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—u 


necesitatea lui (17) este suficient sá 


tinem seama de faptul cá toate solufiile lui (15) sint márgini- 
te, dacá solutia nulä este stabilä. intr-adevár, von obtine 

E 
lx(5;0,x9)]| < 1 pe semisxa t> 0, pentru Ικο]« d 。 Cu al- 


: A = οι 
te cuvinte, toate soluţiile sistemului (15) cu Ilx | « ὁ sínt 


Din liniaritate rezultá cu ugurintä cá orice solu- 
15) este mărginită pe semiara t2 0. Deoarece ori- 
ce coloană din X(t) este ο soluţie a lui (15) rezultă cá ma- 
ricea X(t) este märginitä pe t20. 


Rationamentele de mai sus aratá de asemenea cá stabilitatea 


Să considerăm acum cazul stabilităţii asimptotice pentru 
soluţia x = 0 a sistemului (15). 
Deoarece relaţia (18) implică (17) rezultă că (18) are drept 


consecinţă stabilitatea. in plus, din (16) obţinem 


ER : ο. un jn ーー」 / ` O, 2: 

(20) | x(t;t,,x ME PLAM EN lxi, to, 
9 ; / ον A LAA 

care conduce la lim x(t; t,x = 0, cind t —- oo pentru 

orice solutie a sistemului (15). Deci (18) este o conditie su- 


Pentru a necesitatea lui (18) von observa cä 
、 x に its 
(21 ) lim Ik(t;0,x ) = 0 
t—- oo 
ο ^ ο p 
are loc pentru toţi x” aga încît ες Ὁ. κα 
O 
ο 
inplicä (21 ru toți k^. 
in liniarit = sterului. I 
for locnele lui X(t) 


Teorema 5.2. 


matrice fundamen 


O condiție nece 


formă a soluției x = O este existentă unui numár H0 


aga încât a 


: ees is , 
(22) IXGOX DIS κ, t>t 0. 

O conditie necesará si suficientá de stabilitate asiuptoti- 
c& uniformá a solutiei existenta douá numere 
pozitive N si ο asa încît 

= pl e \ " 
(23) xx (ες N exp [-&(t-t,) » t>t,>0. 

L 

Demonstraţie. Suficienta conditiilof(22) şi (23) se poate 

verifica cu uşurinţă dacă considerám expresi- (16). Obtinem 


llxCt; m. d. < ulx9) , ceea ce arată că Ix(t;t αλλ <€ 
pentru t> to dacá Ix?) < Em”? . In mod similar, din (15) 
si (23) obtinen zx(tit x cE pentru κος 1 si 
tot +47 108 (EM = τ. + E). 
Să demonstrăm acun necesitatea lui (22). Dacă x = O este 
uniform stabilă, atunci 


(24) lx (e ox? n < 1 , pentru lz < くす 


orice valori ar lua t sit 


ο cu tòt ZO. Conditia (24) 


echivalentá cu 


(25) lx 19 oa 3 pentru σος 1 


ási cu usurintä 


(26) μια ες Va SE și te SO 5 
n rul liniilor si colosnelor lui X(t). Intr-a- 
devär, dacá ale 1 Sn (25) pe x? asa încît | xu = 1 si toa- 
soordc 1 i o, cu excepția aceleia de ng m 


demo. necesitatea 


irsit, avem de 


Dacă x = 0 este uniform asimptotic stabilă, atunci există un 


A = ^ N ^ 
ğa > 0 si fiecărui Ὁ >0 fi corespunde T(E) asa încît 
ο , / sa 
erg Y wd Στ, T(E) implică 
0 ο 


ΠῚ Ix(+ 
aL ν JA 


px lE ‘ 


. -1 A 
28) IX( も DX — th < Kk, pentru t»t > 
[— el 3 っ 
unde k= Nana, と < 1. Inegalitatea (28) poate fi scrisă 
de ssemenea sub forma 
[> Y f£ m\ıyi, M i に 
29) IX(t, + T)X (4,1 «de ; t>t 20 à 


iuplicá stabilitatea uniformă, existá A> O, aga încît 


3 Alt, + s € A; LSSI. 
Τ ( si ZO ) den 27 + x 
D 29) şi ) νε deducem (25). într-adevăr pentru ori- 


to 
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Se poate deduce de asemenea din X(t) = exp {at}. 
し 


seama du (34), (16) poste fi scrisă 1 
y sy y ο 
J = (t - to? ? 


această formulă conduce cu uşurinţă la echivelenta amintită 


u, stabilitatea asimptotică a soluţiei x = O im- 
plicä (18), adicä oricárui と > 0, îi corespunde T(&)> O 
aşa încît Ix(t)II<E pentru t>T(&). Din (35) obținem 
llx(titz”)! < と pentru tt + TE, 

dacá Ix a ( ). Deci, stabilitatea asimptoticá implicá 
stabilitate uniform asimptotică, adică stabilitatea exponen- 
tial asimptotică. 

Plecínd de la rezultatul < i sus si considerind ceea ce 


ătoarele concluzii 


cu partea 


nential asimptotic stabilă i numai dacă toate rădăcini- 
le caracteristice ale matricei A au partea reală negativă. 

Intr-adevär, X(t) va tində le zero cînd t — oo dacă şi nu- 
mai dacă toate quasipolinoamele care-l formează au exponenti 
cu partea reală negativă. Deoarece exponentil acestor quasipo- 
linoame sînt tocmai rădăcinile caracteristice ale lui A, cri- 
teriul este demonstrat. 

Prin urmare, ambele criterii se referă la problema găsirii 
semnelor părţilor reale ale rădăcinilor caracteristice ale ma- 
tricei A. Există mai multe conditii care asigură faptul că 


toate rădăcinile unei ecuaţii algebrice. 


=i 
(36) a A? * 8] AU. eos a, ¡A+ a, 7 0,802 0, 


au partea realä negativä. Vom mentiona aici binecunoscutul cri- 
teriul el lui Hurwitz). 


sá formám matricea de tipul (n,n) 


84 az as 
8ο ay 


85 


Si sá notám prin Δι minorul säu principal de ordinul 
k,1é<ks<n . 
O conditie necesará si suficientá pentru ca ecuatia (36) sí 


ibá toate rădăcinile cu partea reală negativă este Ay >0 , 


Uspensky, Theory of equations -Hill,New Yorx,1948, 
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De exemplu, in cazul n - 2, gásim 
a % 
A, = &> 0, Δρ = A, = a A2> 0 
o 50 


S 5.2. Stabilitatea in prima aproximatie 


In afará de sistemul liniar (15) sá considerám sistemul ne- 


liniar 


(37) x = A(t)x + f(t,x) , (1,030 


unde f(t,x) este o funcţie vectorialá-continuá in mulţimea 
(4) t20, Wxle acto, 
ce satisfaceo condiţie Lipschitz locali. 

Sistemul (37) este numit in mod obisnuit sistem perturbat 
asociat lui (15), în timp ce (15) este numit sistemul in pri- 
ma aproximatie ce corespunde lui (37). Această terminologie 
se referă le faptul cá f(t,x) este ,nic" într-un sens in ca- 
re va fi precizat. 

Deoarece presupunerea noastră f(t,0)= O arată cá (37) 
admite soluţia nulă, este natural sá se cerceteze proprietá- 
tile de stabilitate ale acestei soluţii, pornind de la faptul 
că sistemul primei aproximatii are aceste proprietăţi. 

Primul rezultat pe care îl vom stabili se referă la stabi- 


litatea unifornä. 


Teorema 5.2. Se consid istemul (37) unde A(t) este 


ui $n prima aproximatie 


Metz) 2 g(t) {πῃ 


unde g(t) este o functie continuá 
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Inegalitatea (41) este valabilă pentru acele valori 
t > t_ pentru care x(t3t,,10) este definitá, 
lix Ctt x? I <a. Von vedea $n continuare că această afirma- 
tie este adeväratä pentru toti t>t,, de îndată ce |x es- 
te suficient de mică, 


Deoarece (41) este o inegalitate de tip Gronwall, ob1 


lx($5t,,x?)] M xl exp] 


d seama de condiţia 


Oy; " 
ο) Jl € a, pentru t> 


| 
| 


Stabilitatea uniformá a solu 


ο consecintä evi 


Se considerä 


matrice de 


int 
termenului B(t)x, 


de márginire rámine valab 
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Să considerăm acum cazul cînd soluția nulă a sistemului in 
primă aproximație este uniform asimptotic stabilă (deci, expo- 
nential asimptotic stabilă). Rezultatul pe care îl vom demon- 
stra este cunoscut de teorema lui Pincaré-Liapunov. 

Teorema 5.4. Să considerăm sistemul (27) în următoarele 
ipoteze : 

1) A(t este astfel încît solntia x = O α αὶ (1 es- 
te asimptotic stabilă; 

2) £f(t,x) satisface evaluarea 
(46) Jet € Liizi., 
unde L>0O este suficient de mic. 

Atunci, x = 0 este o soluţie exponential asimptotic sta- 
bilá pentru (27). 

Demonstraţie, Vom urma aceeaşi cale ca în demonstratia te- 
oremei 5.5. 

Deoarece (37) cu condiția iniţială x(t,) = x? este echi- 
valentá cu (40), gásim din (40), (25) gi (46). 


t 
-dí(t-t ) 
E 9, LN | lla, t,x Mas, 


ο 


(47) llx Ct; „al £ NIx?ll e 


cu t > to e 


Dacă inmultim ambii membri ai inegalitätii (47) prin 


gr si notäm > LEICHE FR 20) = u(t) obținem t 


at t 
PARE S ο ο 
(48) u(t) «Ντ e % + LN i u(s)s, t>t,. 
o 


Inegalitatea (48) este de tip Gronwall gi obtinem 
at LN(t-t_) 
ἐξ , i 
(49) et llxCtit ML Biz e 5ο ὃς HE 


Sá presupunem acum IN<Q , adicé 
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(50) LLOR? 
Inegalitstea (50) arată cît de mic trebuie ales L pentru a 


asigura stabilitatea exponențial asimptotică a soluției x = ο 


a lui (37). 
Inegalitatea (49) poate fi scrisă încă sub forma 


-(oL-LN )(t-t) 
(51) lx(t;t,,x?)l N xt e σος, αλα. 


Inegalitetea are sens pentru toti t> t aşa încît 
x(t;t,,x?) să aibă graficul în A . In consecință, (51) este 
valabil pentru toti t> to de indatä ce [πὶ este suficient 


de mică (N Ιποις a). 
Din (51) rezultá cá x= O este o solutie exponential asimp- 
totic stabilá a sistemului (37). 


Teorema 5.4 este complet demonstrată. 


Corolar. Să considerăn sistemul 


x = Ax + f(t,x),, 
în care A are toate rădăcinile caracteristice cu partea reală 
negativă iar f(t,x) satisface ipoteza generală a acestui pa- 
regraf şi condiţia 2) din teorema 5.4. Atunci, soluţia x= 0 
a lui (52) este exponential asimptotic stabilă. 

Un caz particular demn de atenţie al corolarului se obţine 
pentru  f(t,x) = f(x), unde funcţia f(x) are coordonatele 
serii de puteri în ESEL SELLER EU începînd cu termeni pátra- 
tici. Dacä A este o matrice care satisface proprietatea de mai 
sus, atunci x = 0 este exponential ssimptotic stabilä pentru 
sistemul X = Ax + f(x). Intr-edevár, derivatele 9£,/ dx, 
tind la zero de îndată ce lxl — 0 si acesta are semnificaţia 
unei condiţii Lipschitz. Constanta Lipschitz este arbitrar de 


mică, dacă alegem numărul a destul de mic în definirea lut A. 


comparatiei 


acum met 


re 


ozitive 


= 134, -- 
O functie V(t,x) se va numi descrescentá dacă există 


functie FPir)ek aşa încât V(t,x)< px 2, ($,z)€C À α 


o 


Sensul termenului negativ definit este evident. 
Să presupunem acum cá V(t,x) este diferentiabilá pe A si 


satisface o inegalitate de forma 


1 y^ 
(53) EI + (AL, eo, 


asa cum se cere in principiul comparatiei. Dup& cum am menti- 


onat in § 3.5, 


In ceea ce priveşte w(t,y) care determină ecuaţia compa- 
ratiei. 
(54) y.= w(t,y) , 
vom presupune cá este continuá pe multimea t>0, Of y<AK+0 
si satisface o conditie Lipschitz localá in raport cu y. Mai 
mult, co (50) m0. 


tatea sÉ demonstrám un rezultat important 


p. 


Avem &cum posibil 


ce se referă la stabilitate cu ajutorul metodei comparatiei. 
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Dt 


5 


m 


fie o fomä pätraticä 


pozitiv definită, 
asociată lui (102) este 
" 
/ C =(BD + 5 
(103) D = | 
1 ES 
(Bb +5 c) r 


Deoarece toti determinantii principali de ordinul 


sínt pozitivi (matricea C este consideratá prin i 


care va trebui s-o impunem este 


: det D>O 


1 \ 
fo = ο \ 
det | ISO 
ο 1) 
Y / 
det D>O este echivalent cu 
for ο) 
det D»0. 
0 1 
\ / 
Un calcul simplu 


u aratá cá produsul matricelor 
pal 


ec t 
e 
ニン > 
4a 
po 


D 


este matricea 


ote? 
fel încît (Cx,x) este pozitiv definitá) singura condiţie 


aborâarea 


minimiza 


nu 


mului, adicá 


la sbordarea problemei. 


Zu SS, - 
5. Pie A o matrice constantá de tipul (n,n) cu rädäcinile 
caracteristice rămînînă în semiplenul Re(A) «0. Dacă B(t) 
este o matrice continuă de tipul (n,n) asa încît NB(t) — O 
cînă t —» œ, atunci soluţia x = O a sistemului x= [A«B(t)]x 
este asimptotic stabilä. 


Indicatie. Se foloseşte ecuaţia integrală echivalentă 
も 

x(t.) Aa ・ 
ο 


A(t=t 
x(t) = e € o) 


6. Să considerăm sistemul diferenţial liniar cu coeficienţi 


polinoame * ο κα]. 
x Ξ(Α t + Apt taset Ax ; 


unde A, (k = 0,1,...,m) sint matrici constante de tipul (n,n). 
Sá presupunem cá matricea A, are rădăcini caracteristice cu 
partea reală negativă. Să se demonstreze că soluţia x = 0 es- 
te asimptotic stabilă, 

Indicatie. Se introduce o nouă variabilă independentă 
s = (m + 1) n şi se aplică rezultatul de la problema 5. 

7. Să considerăm sistemul diferenţial x = A(t)x + f(t),cu 
A(t) şi f(t) continue pe semiaxa pozitivă, Să presupunem că 
soluţia x = 0 a sistemului omogen asociat este uniform asimp- 
totic stabilă si  llf(t)| — O cînd t —- c. Să se demonstre- 
ze că orice soluție a sistemului dat tinde la zero, cind t > œ. 


8. Fie f(t) o funcţie continuă nenegativă, aga încât 
ttl 


Atunci, pentru orice «4-0, 


e*92(s)às <(1.- e” 


t 
iS T 
ο 
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soluţia x =O a sistemului omogen corespunzátor este uniform 
esimptotic stalil& (deci, exponentiel asimptotic stabilä)si 


f(t) este aşa încît 
tel 
ΓΕ}! ase C,» 0. 
t 


Sá se arate că orice soluţie a sistemului neomogen, este 
mărginită. 

Indicatie. Se foloseşte formula variaţiei constmtelor gi 
rezultatul enunțat în problema 8 。 

10. Să considerăm sistemul X = A(t)x + f(t,x) cu A(t) con- 
tinuă pe t>0 şi f(t,x) continuă gi local lipschitziană 
pentru t> 0, llxil< ago. Să presupunem mai departe că 

IZ(t,z)Il < A(t) xl . Dacă soluţia x - O a sistemului 
i = A(t) este uniform asimptotic stabilă, sá se găsească con- 


ditiile ce trebuie satisfăcute de A(t), aşa încît soluţia nu- 


lá a sistemului perturbat să fie asimptotic stabilă, 


ll. Sá se studieze proprietăţile de stabilitate ale sistemu- 
lui x = [A(t) + B(t)]x + f(t,x), în conditii corespunzătoare 
privinà matricile A(t), B(t) şi funcţia vectorială f(t,x) 。 
Se va presupune că f(t,0)= O şi că f(t,x) este „micä" în- 
tr-un anumit sens. In particular, se va considera cazul în ca- 


re A(t) se reduce la o matrice constantă, 


12. Să consideräm ecuația scalară de ordinul II: X = r(x,x) 
cu r(x,y) funcţie local lipschitzianä într-o vecinătate a o=- 
riginii (0,0). Sá presupunem mai departe cä r(0,0) = O. Sá se 
observe cá ecuati¿ este echivalentă cu sistemul x = yy Ξ 
= r(x,y), si să se cerceteze márginirea si stabilitatea, folo- 
sind funcţia Lispunov 


x 
2 
V(x,y) = y- 2 (r(u0)à. 
o 


cere descriu mişcarea t 


anui corp rigid {6 
. 
) arul unui fix ti = { 
7 3,0 reprezin 
u coordonatele 
. 
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mai departe cá f(t,x) este continuu diferentiabilä in raport 
cu x gi notínd prin J matricea jacobianä (0f/0x), că exis- 
tá o matrice reală, simetrică, pozitiv definită B, aga încât 
orice rădăcină caraoteristicä a matricei simetrice AB + BJ) 
să satisfacă Alt,z)< - 9< 0。 cu $5 o constantă dată. Atunci, 
soluţia x = 0 a sistemului dat este uniform asimptotic stabilă, 


Indicatie. Se va folosi funcţia Liapunov V(t,x) = (Bx,x) şi 


se va arăta că derivata sa este negativ definită, 


22, Să considerăm sistemul X = xh(x) + ay, y = bx + cy, cu 
a,b,c constante si h(x) continuă pentru toţi x reali. Sá 
presupunem cá h(x) + c<0 şi h(x)c - ab>0. Mai mult, fie 
h(x) aşa fel încît h(x)c = ab >£ pentru x suficient de ma- 
re. Să se cerceteze proprietăţile de stabilitate ale soluţiei 
Lis Y m0. 

Indicatie. Se va folosi funcţia lui 1 αρυπον 


x 
V(x,y) = (ex - ay)? + {[ι(α)ο - ab] x ax 
ο 


23. Sá considerăm sistemul X = Ax + bf(6),6 - (c,x) - rf(6) 
şi să presupunem că există o matrice H pozitiv definitä esa 
fel încît rG - gg" să fie pozitiv definitá, unde -G = HA + 
+ & =: Hb + E C 。 Dacá rädäcinile caracteristice ele lui 
A au partes realä negativä si r+ (a+b, 9) > 0, atunci so- 
lutia nulă a sistemului considerat mai sus este absolut stabilă, 

Indicatie. Se va folosi functia lui Liepunov. 

6 


r 


V(x,6) = (Hx,x) + Mau p (ο Ax - 6 )2 " 


ο 2(r+c A 


cu p>0 suficient de mic. 


u echivalente. 


1ntrebuin 


A A 
stra ca metode 


cestor € 


in cazuri mai generale. 


Existä citeva träsäturi comune intre ecuatiile diferentiale 


grale Volterra. Vom încerca sá accentuän para- 


între aceste două teorii si sá 


6.1. Existenţa şi unicitatea soluţiei 


- 
p 


Ecuatis integralá generalá Volterra (scalará) p 


t 


(1) x(t) = 2(4) + J k(t,s,x(s))as, te [tyto + a] 
E 4 


o 


Ecuatia (1) este numitá, $n mod obisnuit, ecuatia integ 
Volterra de speța a II-a. Mai tîrziu, vom considera şi ecuaţia 


l-a, 


(o 
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6.1. 


= const, k(t,s,x)= 


2.1 pentru ecuatii 
diferenţiale ordinare. 


funcţia k(t,s,x) este definită pe 


funcţii continue pe 


[も も + a) şi soluţia va fi definită pe același interval. 


k(t,s,x) = 
= k(t,s).X A 
situatie. 
3. 0 teoremă asemănătoare este valabilă pentru 


O asemenea ecuaţie poate fi scr 

4 

t 

2 ( 

5 anes Ξ 
Le x(t) = fit) + j K(t,S,X A 

r 

να 

ο 

unde E Si ks vectori cu scel ie 


の 


Vom considera din monstra o teore- 


existenţă cere 
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*ta,|x-f(t)) b, b>0 


definită pe [t,,t, + δ] cu ὁ dat de (2) » 


Demonstratie. Sá considerän urmätorul gir de functii conti- 


nue pe [toto +d] 


(13) x, (も ) = f(t) 
iar pentru n> 1 
fx (t) = f(t) , te [ον t+ £j 
(14) 9 
= p 


i x(t) = £(4) + ( k(t,s,x (s))ds, te [t + S 
n も n ο 


Această formulä poate fi înţeleasă astfel: prima formul 


n'"o 


din (14) defineste pe x(t) pe [ t。,t。 + 2]. Din cea de-a 


doua formulă (14) obţinem 
て 


Pasul urmätor il va da pe x(t) pe intervalul Lt, pe 


t_ + 38] si asa mai departe. 


Sá remarcám cä aceastä definitie a lui x (4) are sens, 


(15) Ix (6) - f(t) $ Mt - 4 こも ) く MO s 


Se poate vedea uşor cá toti x (0) sínt continui pe 
て 
も +0 9 
[lt sto +01 
Din (15) rezultă că toți x (も) sînt uniform márginiyi 


acelasi interval. 


In sfírgit, sirul este egal continuu, ceea ce rezultá di 


[xy (6) = x, JIS |f(t) = £(s)] + Mlt - sl 


pentru orice n> i si 535€ (i >t, +6] ο 


k(t,s,f(s))ds ; te [t,+ à uu ES 
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k(t,u)k(u,s) 
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Aceasta este ecuaţia integrală a nucleului rezolvant. 


236? = 
ὃ 6.4. Ecuația liniară de speța I-a 


Ecuatia integrală Volterra de prima speţă are forma 
5 
(25) P(t) = ἡ x(5,8)x(s)as , 
t 
ο 


unde f(t) si k(t,s) sînt funcţii cunoscute iar x(t) trebuie 
Geterminatä, 
Vrem sá arátám cá ecuatia (23) poate fi redusá la o ecuatie 


Volterra de speța a II-a - în enumite conditii. 


Dar înainte de aceasta, este interesant de făcut anumite 
consideraţii formale despre această ecuaţie, Să remarcăm că 
membrui drept al lui (23) defineşte un operator, adică oricä- 
rui x(t) ce aparţine unei clase date de funcţii, îi corespun- 


も 
de ο altă funcţie, anume i k(t,s)x(s)ds . 
ο 


Se poate scrie de asemenea 
t 


(24) (Kx)(t) = J k(t,s)x(a)as 
t 

ο 
pentru orice x(t) astfel ca (24) sá aibá sens. Aceasta permite 
sá se scrie (23) in forma 
(22) Ex = f 
şi atunci este limpede că a rezolva ecuaţia (25) pentru orice 
f(t) dintr-o clasă dată de funcţii, înseamnă a găsi operatorul 


invers FI, 


Am menționat aceste lucruri simple, deoarece Volterra în- 
suşi considera problema rezolvării ecuaţiilor integrale ca pro- 
blema găsirii inversului unui operator integral. 


Condițiile în care ecuaţia (23) poste fi redusă la o ecuaţie 


integrală de forma (10) sînt următoarele : 
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care are aceleaşi soluţii continue cu ecuatia x(t) = x(t), 
x(0) = 1, oferá un exemplu de acest fel. 
Dacá presupunem o conditie Lipschitz pentru g(t,x) anume, 
(28) lg(t,x) - g(t,y)I< Lz - yl , t>0, 
cu x Si y numere reale arbitrare, atunci şirul aproximatii- 
lor succesive t 


x (t) = f(t) t>0, 


este uniform convergent pe fiecare interval finit [O,T] către 


antutia nick (anntinnă d ^5: a - ae DON 

soluția unica (continuă pe t>0) a ecuaţiei (27) 
: cititorului să ducă la capăt demonstraţia afirma- 
putem ooyine mai 44 decit continuitatea pen- 


tra acum o teorema de existen 


Ha r$ + E ^ 4 > ^ nr 1 E } la 
viden si nt 11 e LO, )。 Se 
! T + Pur tiile B int nite 
g ntr と + (+ sate -— 4 vds っ こ 
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Remar Ey こち to t nm En Pir + 3c are B 
'emarc C ste 1 Numer init, Geoarsce 


je(t,2(t))] € LIL + le(t,0)} , も sO 
Din (32) si (33) deducem 


(6) = x (t) < tlg, 


(35) Pte τω 


ceea ce arată că seria 


co 
2 [CO - O) 


este majoratä, in mod uniform pe [o,o ), de cátre seria 
oo 
MN + (IM)? . Dar (30) garantează convergenta ultimei serii 


Ò ' 
acesta implicä convergenta uniformá a sirului (Ep 4) . 


Dacá notám x(t) = lin x (t), atunci x(t) verifică (27), 
n—> œ 


este evident continuă pe [0,co) şi mărginită (pentru ultima 
proprietate, vezi seria majorantä). 

Unicitatea rezultă pe calea obisnuitä de aceea vom omite de- 
taliile. 

Teoria 6.5 este astfel demonstratä. 

Observatia l. O teoremă asemănătoare este valabilă în 
zul vectorial, Anume, se poate considera că x, f, g sí 
tori n-dimensionali şi k este o matrice de tipul (n,n). 
tiile (28) si (29) vor implica normele vectorilor sau metrice- 
lor corespunzătoare. 

Observatia 2. In condiții mai restrictive cu privire la e- 
cuatia (27), se poate demonstra cá soluţia scade exponential la 
zero cind t —» oc. 

Presupunem de exemplu, cá 

I£(t)] < A exp [- as) όσα, 50 
[k(t,s)| < k exp {-<¢t-s)} » Osto 
g(t,0)=0, tao 

mentinind conditiile de continuitate Si conditia Lipschitz pen- 


"iru g(t,x). 


Este evident cá 
t 
$ ixct, s] as € LA rl =M o, t>0, 
o 


adică este satisfăcută condiţia (29). 
Prin urmare, există ο gelutie unică mărginită a ecuaţiei 
(27). Să demonstrăm că ea descreste exponential. 


Din ecuaţia (27) obţinem, în virtutea condiţiilor enunțate 


mai sus , t 
[x(t)] < A exp {- at) + ko { exp Γ ἀ(1-α)}-υ]πί5} ds 
o 
sau 


t 
(36) et z(t る A + kL fe**1xCe)l as , ESO 
o 


Aceasta este o inegalitate de tip Gronwall gi conduce la 


κ Lt 
E ae 9 , t>0, 


din care 
` =-(ürk L)t 
(37) lx(t)| € Ae "ow 2: s 

Conditia (50) devine acum οἱ-- kL > 0, ceea ce implicá cá 
x(t) tinde exponential pe zero, cînd to. 

In concluzia acestui paragraf, să amintim că problemele dis- 
cutate mai sus sînt strîns legate de proprietăţile de stabili- 
tate ale sistemelor diferenţiate 
(38) x = A(t)x + £(t,x) 
pe care le-an studiat în paragraful 5.3. 

Asa cum s-a arătat in $ 5.5, sistemul (38) cu conditia ini- 
tialá x(t,) = x?, este echivalent cu ecuatia integralá (vec- 
torialá). t 


30) x(t) = X(t)x° + {x(t )x7?(s)£(s,x(s))as : 
[*] 


in care X = A(t)X, X(0) = I. Ecuatia (39) are forma (27) 
este evident cá rezultatele cu privire la existenta solutiilo: 
care tind exponential către zero la infinit sînt 1 


exprimate în teorema 5.4. 


se compare cu cazul 


ativá 


dv. 


u,v)du 


x( 


΄ 


(も 。8iu。Y 


k 


ini 


de matematicianul 


Fredboim la inceputul acestui secol. 


e ecuatiile integrale liniare cu 


contin un parametru complex 
parametrului face ne ară o discuţie a existenței 
discuţie ce repr tcomai aspectul elegant al 

astă teorie în întreaga ei 


iilor cu nucleu continuu 


losirea integralei Lebesgue, 


atru unii cititori nematematicieni. Pe 
subliniem că această restringere nu 


teoria lui Fr Im a ecuaţiile 


de exemplu 


ecuația integrală liniară de 


b 
= f(t) + Alea aja , 4 €18,5] 
a 


tenta solutiilor pentru ecua- 
toda aproximatiilor succesive. 


ie unicá pe 


2 
4 nj: "m ntını me と 
iuncyii continue pe fa,b) 


K 4«8JQ0S8 , 
ele + E as 


fo 3 
tu) (u,s | I<pe£€n - 1 R 


Fiecare ecuatie (17) 


zolvant pentru acele valori ale lui À date de 


Rolul însemnat al ecuaţiilor (17) si (18) va rezulta din 


urmätoarea teoremá 


っ 


fsorema 7.2. 
pentru un 


pentru & 


44 Χ 


rii unicitätii soluţiei, vom 


OL 0 E = “A 


tatile nucleului 


si D(t,s;A). 


Pentru un nucleu dat k(t,s), continuu pe | 3 , 
133 
: | 
seriile intregi ín A 
SL) 
(22 i 
lU, 


ow 
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Hadamard pentru modulul unui determinant. Anume, dacă A = 
= (a,.) este o matrice patraticá de ordinul n, astfel ca 


£ M, i,j = 1,2,...,n, atunci |det A| € nV. 


Cu aceasta avem urmátoarele evaludri pentru ᾱ si d,(t,5) 


(23) "val ο ao - a), 
n+l 
(24) | (t*,s)] & (n + 1)? yn. a) 


Prin urmare, seria (21) este majoratá de seria 


00 n 
1 + >). CHA uo - a)) nn/2 


n=] n! 


care este convergentá pentru orice A complex. Intr-adevär, 
poate fi aplicat criteriul raportului. 

Un raţionament asemănător are loc pentru seria de la (22), 
dacá tinem sesma de (24). In plus, convergenta este uniformá 
în raport cu (t,s)€ [a,b] x [a,b] 。 Această înseamnă că 
D(t,s;A) este o funcţie continuă în raport cu (t,s)e 
e[a,b] x [a,b] . 

Acum, vom stabili o relaţie între D(A), D(t,s;A1) si 
R(t,s; A), pentru A satisfäcind (2). Această relatie va da po- 
sibilitatea de a se extinde R(t,s;A) la întreg planul complex 
(σα funcție de A), 

Teorema 7.3. Dacä A satisface (2), atunci 
(25) R(t,s;A)D(A) = D(t,s;A) 


pentru (t,s) € [a,b] x [a,b] . 


Demonstratie. Sá considerám ecuatia. (17) si sá ínmultim am- 


bii membri cu D(A). Obtinen 


b 
(26) RCtsiA)DA) = k(t,a)D( 入 ) + lkCtaa)RCt。si20D( Jan. 
a 


Pentru a stabili (25), este suficient să se demonstr 
D 
(27) D(t,5; A) = k(6,8)D(A) + A| k(t,u)D(u,s; Dau 
a 


pentru orice Á ce satisface (2). 


Von demonstra (27) printr-un calcul direct. 


Tinind cont de (21) si (22), (27) devine 


eo á co 3 
k(t,s) + 2. (A A d. (6,8) = k(t,s) + X. (-1)2 A 
n=1 n! n= 


よぶ いて 5 


=] n! 


b «Ὁ Ant l b 
+ Af x(t,u)k(u,s)du * 2 C» ーーーーー eC nda (ays dan ‘ 
a n= a a 


n 


Aceasta este evident satisfácutá dacä 


b 
(28) d C(t,s) = k(t,s)d, -n JCt ua, _, (u,s)au 
a 


pentru n > l, unde d,(t,s) = k(t,s) prin definiţie, 


Sá remarcám cä 


By du t, 
ーー・ = k(t yt, Dk Je 
も coe 8 


cum rezultá cu usurintá din definitia lui 


Integrind ambii membri 


obţinem 


n 


i κ by... t [* 
los £] = XCt,s)k | ~ - (toy, Dk | 
vee ty) t t 2 n 


n 
à (un) xr ada = P. χα, «66, wae, - 
n i=l 2 nL 


οἴου emer ES 
+ と ai | 

q... lat: » t | 
\ n re n/ 


tq se. ζηλ 


fie ure 
1 Sn 


de la a la b, în raport cu 5 poeta 


Este evident că R(t,s; A) este continua în raport cu 


(t,8)€ [ a,b] x [a,b] , pentru toti A consideraţi mai 
In R(t,s; A) satisface ambele ecuaţii (17) si (18). 


ímpártim relaţia (27) prin D(A). 


k(t,s)D(A) + Aj D(t,u;A)k(u,s)du 


c 
^ 
ect 
u 
I 
a 
n 
Ὁ 


care poate fi stabilitä in acelasi mod cu (27). 


Teorema 7.4. Dacă A este astfel ales încît D(A) Æ O, 


ecuația (1) are o soluţie continuă unică pentru orice f(t). 


Această soluţie este datá de (13), unde R(t,s; A) este dcfi- 


nitá de (29). 


Demonstratia acestei teoreme este o consecintá a considera- 


tiilor de mai sus si a teoremei 7.2. 
Pentru a putea studia ecuatia (1) pentru acele valori ale 


lui Acu D(A)= 0, avem nevoie de următoarea 


dinul k > O. Atunci, ordinul lui A 


^ 


este mai mic decît Κα. 


Demonstratie. Fie D(A)= (A- A) 


standard a lui D(A) cu DCA.) HO. 
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TO αν  αἳ 
" λ 2 Jj ) DS => 
HiU,S3 A7 = mii T + T 
5 i=l (A- A)” 
unde a,(t,s) si b, (4,8) sînt funcţii continue în pătratul 


f. Falla TUS 1 ος - 

[a,b] x [a,b] şi, si plus b(t BF 0, 
Sá considerăm acum ecuaţia (17) pentre R(t,s;A) si sá în- 
locuim în această ecuaţie pe R(t,s; A) prin dezvoltarea de 


mai sus. Vom obţine 


- Θ᾽ = k(t,8) + 
e 3 O , 1 
3= の や x iz] CASA 2 
) r と 
IS ER $4 x 2. by (0,5) ] 
+ )k(t,u)4 7 a8;(u,8)(/4—- AO" + 2. rre 9 
a ] j=o " Y {=1 (4- ル ) | 


Inmultind ambii membri prin (A- A)? si fácind A— Ar 


obtinen 


b 
(32) b (ts) = A, jx Ce mu) (0,242 


Deoarece Ὁ (0,8) Æ O, putem gási cel putin un s, astfel ca 
b (ts) Æ O, ca funcție de t, t € [a,b] 。 Aceasta înseamnă că 
ecuația (31) admite o soluție nebanalä pentru A = Ao: ceea ce 
demonstrează Teorema 7.5. 

Inaintea celor ce vor urma in studiul ecuatiei (1), formu- 


18m următoarele probleme 3 


1) Dacă A este o rădăcină a lui D(A), cite solutii liniar- 


^" 


independente are ecuatia (31) 
2) Ce putem spune despre ecuatia (1) pentru astfel de valori 
ale lui A 2 
Pentru a ráspunde la aceste intrebäri, avem nevoie de anumi- 
te cunostinte referitoare la conceptul de spațiu Hilbert. Nu 
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intentionám să-i dăm o prezentare abstractă, Mulțimea de 
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Sz acum y luăm 
| y, MA 
| Atunci (39) devine 
li x ij “SE , law > C 
| iyi ΄ yn “ 


vom construi m 


19 
ín mod necesar 


Ix, - xl > 


lar care nu este com 
Conceptul de produs scalar permite sá se d 
in C [a,b]. Vom spune cá x si y 
Aceastá definitie este justifica 


= tx) * + hy 


stru este de a demonstra inegalitatea lui b 1 


po AAA ελ. A AAA 


u orice πες [a,b], 


pentru orice N, ceea ce implică (41). 


devăr, avem 
\x 


e este echivalent 


(xx) - 2. 
Xx = Zn 
n n nel 


2,...¿n, O bază 


a1s5cu 


rmul ate 


ha 


Teorema 7.4 clarificä complet situatia pentru acele valori 


ale lui A pentru care D(A) πε 0. Intr-un astfel 


cuatia (1) admite o solutie unicá pentru oricare 


continuu f(t) si in particular, ecuaţia omogenă 
toare (31) admite numai soluția banală x(t)= 0, 


Valorile lui A pertru care D(A) = O sînt numite valo 


ば 


に: ΑΞ 
proprii sau autovalori ale nicleului  k(t,s). 
4 > Este util de observat cá zero nu poate fi ο proprie 


funcţie a nucl 


Este evident, din consideratiile de mai sus, c ή 


are solutii nebanale. 


. permite sá definim valorile proprii ca fiind 


A formează un spaţiu liniar de dimensiune fini- 


licitatea va- 


lorii proprii. 
Demonstraţie. Este uşor de dovedit faptul că mulţimea auto- 


funcţiilor formează un spaţiu liniar. Pentru a demonstra că di- 
mensiunea lui sste finită, să considerám o multime de n auto- 
funcţii liniar-independente corespunzătoare lui A 。 Vom obti- 
ne o limitare superioară pentru n, care arată că numărul maxim 
de elemente liniar-independente spartinind acestui spaţiu este 
finit. 

Fără a restringe generalitatea, putem presupune că Pait), 
ee ei Palt) formează un sistem ortonormal (aplicind, dacă e ne- 
cesar, procedeul de ortogonalizare a lui Schmidt). Să scriem 


că aceste funcții sînt autofunctii corespunzătoare lui A. 


b 
(43) Pct) = A [xtt,s) Pjís)as , J = län. 
a 


Putem scrie (43) in forma echivalentá 

b 

(Ea) $5(s)às E $8 18 9s ν 
8 


LL 


l 
au = Y; 
(44) a $00) 
ceea ce înseamnă cá 
Letra = = 
(45) 3 Pct) = (k(t,s), $;G2) ‘ jum 15252292) e 
Din (45) rezultá cá : τα), j=.1,2,...,n, sînt coefici- 
entii Fourier ai lui k(t,s) ca functie de s - in report cu 


sistenul {9} » J = 1,2,...,n. Putem aplica inegalitatea 


lui Bessel, care conduce la 
- n b 


E Ig e κο] τας . 
¿=1 a 


(46) m 


Integrind acum (46) si tinind seama cá 195} formeazá un 


sistem ortonormal, obtinem 


Teorema este complet demonstratä, 
Observatie. Teorema 7.6 dá räs a intrebarea 
dicatä la sfirgitul $ 7.2. Ea nu dä valoarea 

siunii spaţiului funcţiilor proprii, ci numai 


ricarä a acestui numär, 


In scopul de a continua discutia noast 


ο. cantit 


κ : 
punzátoare pentru nucleul k'(t,s). Se poate vedea cu 


din care rezultá a, (s,t) « Din 
relaţii obţinem imediat (51). 


Le | $4 . Ey... 5,48, OL ΟἹ 
こら Ltj 
normală a sp ui autofunc K(1,8) corespun- 
zatoare lui A b 
φ (9) - Alk(t,s) Os) 5S EE A 
‘J p d 
& 
η ^ Ag 2 A " "nam n ază ortonormală f+ Ml 
71 58 considerám de asemenea o bază ortonormali Y. (t 
| 
J = 1,2,...,n, a spaţiului autofunctiilor nucleului 
A 
b 
Ez NN x Jae E 
(23) Y(t) = ÀAjk(s,t) V.(s)as , j= 1, - 
Σο) 2 J 
Să presupunem, de cá m € n şi să consi 
] 
cleul - 
e -- 
) τί a = E ος ) り αὶ Ἵν f 
(54) K(t,5) = k(t,5) py 8) Wil 
$ J 


k(s,t) W(s)ds 


ar avea simultan fiecare numai solufia banalä sau solutii ne- 


banale (pentru cä, dacä A este o valoare proprie pentru E(t,s), 


A este o valosre proprie pentru E(s,t) ). 


Vom demonstra scum o き (55) are numai soluţia banală iar (56) 


este verificat de (+) = lt), k> m. Aceasta înseamnă că 


tont 


uent 


T: 
5 


8 
?] 


decarece ( V,, V;) = 0, pentru k>m, j= 1,2,...,m. Ultima 
ecuaţie nu este altceva decît (53), pentru k=m + l,...,n. 


m ema 7.7 
Teorema 7.7 est 


M 


complet demonstrată. 
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Acum vom răspunde la întrebarea 2) ἃ 


nucleului k(t,s). Atunci, ecuaţia (1) 


şi numai dacă f(t) este ortogonalá spațiului autofunc 


k(s,t) Y(s)às . 


b 
(60) γί) = A) 
8 


Demonstratie. Sá presupunem că x(t) este o soluţie a lui 


(1). Inmultind ambi embrii ai lui (1) prin Y(t) - o soluţie 


a lui (60) - gi integrínd de la a la b, obtinem : 


b b 

( — 〔 RT 
Jx(4) (tdt = } f( も ) や (t)dt + 
a El : 


Ῥ b 
+ | LAS k(6,8) (Dat }x(s)as 5 
8 a 


"Cantitatea din acoladă poate fi înlocuită prin (ts), care 
conduce la 


b 
(61) Sect) pdas = (1, ψ) =0. 
a 
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9 
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put 
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e owe 0 1 auto in 
+ に , ー ) OTL. 

Ge Dă ca UL Klv,8 ¿556 850761 1 lv X(Uyf 
= し pentru Ge LU y ΕΟ ΣΤΙΣ inve; G SI Zau 

lu L ο 6 de tip Ve i 
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ri 3 
Η o 
e 0 
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6 sin t s , 
eo 
2 cr 1/2 

5 sin ts (JU xp at 
| AA - ds = E 2 8 . 
Ὁ a^4s^ = 

că ecuaţia integrală 
CO 
= Aj sin (ts)x(s)ds 
autovalorii = 


aceastá situatie ca- 


の 


, 
in care d este 0 «««]1 i k(t,s) e 
。 Sá se ze cá nucleele iterate k_(t,s) sînt 


mărginite pentru n suficient de mare. Să 


proprietate in rezolvarea ecuatiei 


nici 


ir 


uatia 


itegro- 


care 


ς 


14344419 


^n 


- 208 


Da? nu 1 | Kity5 
AT zut c existi nuclee continue fare valori Propria 
p A: ^ YTT Pei ntre -Ite - 4 ἡ inma mc = { 
ve rei, C „Vă. Joe ELI re all ょ OF να. + IS * 
zucl le itiene Ὁ au pe acea 8 exisverte e ei Tin une: 
ralori proprii. 

Dato 1 illbert ite e e al E i- 
tii1 irteerale cu u Τ ¢ > urme 
prezenta ales ele rezultate ale stei teori 

の “2 ΤΥ roltrírile n se ale nr fun” T 
Care pr C ezvclu ile in serile ale unor zuncTil, 601 
2 2 Agua - + "n4 ani nA pants EEE oe ΠΝ 
De ご otera UTETDIC criterzu Ge enya, 1 site apii 
S Gel. Ci prievati ale 
2 γι * a y ^ a ] 
Š LN ες PE d 
kit > este n nu eu c t nuu DE 2.1 T e 
< て も 。 este un nucleu continuu = eel X y € 
tunci el ste ur cere v fi ota cu 
dat 
fa f / / 3 np +.” 
T \ ) = {(T,S S208 , χες La,b] 


Kyu € MKI Πχ}. Fe de el I ; >) e a- 
semenea cá {1 κι este ai mic cu tätile 


cerute. 


ΠΧ ambii memo 


^ xn 


Dacă alegem y = Kx/ NExll , pentru Il! 


Luínd supremul 


este demonstratä. 


ο 


sá 
b 
(13) x(t) = A ) k(t,s)x(s)ds , 
a 
unde k(t,s) este un nucleu hermitian care nu est 
Sy fa,blx [a,b] si să dovedim că a Ael Kitin 
in fa,b|x [a,b] şi sá dovedim că are cel puyin 


P. 


re = parte, 
で is 
uin 15) 
n > oo 3 
4 Rx E ー 
Li Ky 
n 
IEyl < A , » pentru 
Kl - Ax = K 
4 Aan - > na Ta Ἡ 
κ. VA n ev. y Ss 
a ce conduc la Kx = = 0, ο 
τοῦ 
incä 4 
v 


ni de la Ex + Ax | ^» O si vom 
1 


Vom obţine cá -A " este 


de a merge mai departe, e 


proprietă 


ale nucleelor hermitiene 
sideratiile anterioare. 


1. Valorile 


"d 


2. Dacá x si y sínt autofuncti 


ind la autovalori distincte 


o 
® 


dezvolta 


5 


te 


care 


valoar 


Teorema 8.1. este astfel demonstratä. 


bine 


roprii ale nucleului hermiti 


elatía de mai sus implicá 


de dezvoltare a lui 
presupunen k(t,s) 
autovalori 


in Sir 


infinit 


e. 
x 


n consideratie 
este de multiplicitate p, atunci va 
U 
sirul (17). 
văzut cá orice spaţiu vectorial finit-dimensionsl admite 


autofunc- 


ortonormalá. 


Deoarece autofunctiile care corespund autovalorilor distinc- 


te sînt ortogonale, se poate conchide că mulțimea autofunctiilor 


nucleului k(t,s) formează un sir ortonormal (Po } » dE Leh reese 


xistá o corespundentä biunivocá între mulţimea autovalorilor 
aşa cum a fost descrisă mai sus gi mulţimea autofunctiilor. 


Teorema de dezvoltare pe care intentionám s-o demonstrăm poa- 


te fi formulatä astTe1 。 


(19) fiind uniform si 


Demonstraţie. Mai intii, sá calculăn coeficienţi 


(g,0_). Vom avea 


n a n n : 
deoarece 9 = A EP, ュー Mie rea 
ae b 
Din AN p(t) = ( k(t,s) 9 (slds, rezultá cá 
sînt coeficienţii Fourier ai nucleului k(s,t), ο 
s, în raport cu {Φα}. Aplicind inegalitatea lui 
sin a b 
X -2 2 f / 12 τ 
(20) 2. M 1Q94001* € (tos)! ds £B, t 
j-m Y a 


Pe de altá parte, 


n _ l/E e 531/72 
«[X ke, 2 LA M? 10e,col?] = 
pa 9, | af 19, J 
¿2 3/2 
s [2 lee” ". 
3=m 
co » 
Stim cá > \(£, p X^ ieu 。 ceea ce implica 


n n 
Sn 2 E ... -l q (4) 
2- æ $1 Pl - Σία, Pp)! EA 


x 


uniform $i absolut 


converge către g(t), 


int numere 


demonstrám 


rezultă 
©) - (Kf. © 
f, Y πι’ Al, Y 
orice autofunctie a nucleul 


Intr- 


(C 
O , atun 


unde A(t,s) este un nucleu hermitian gi anume von gási dez- 


voltarea în serie a soluţiei. 


x(t) - f(t) = AS k(t,s)x(s)ds , 
a : 


rezultă că x(t) - f(t) = g(t) satisface condiţia cerută de 
teorema lui Filbert-Schmidt < 

SÉ presupunem cá A nu este o autovalosre pentru k(t,s). 
Ley i D x =l 
Atunci, (8 Py) = KA] た dă $3) = AA; (£ +g, 9,). Aceasta 


conduce 18 


= 7 λ : 
(21) et X E 3) B j21,2,.-. 
^ 

si in consecintä 
00 

£ x OP. 

(28) x(t) = f(t) + AZ I pt). 
j=1 AA 


Dacá A coincide cu A, atunci (27) nu are sens pentru 


acei j, pentru care A; = A, 。 In acest caz, (26) are solutii 


dacä si numai dacä (f, 95) = 0 pentru toti j pentru care 


A, = AL: Cu aceasta x(t) devine 
(29) x(t) = f(t) +A er ei. 1,0) + A cj 9,9), 
An Aj ΗΝ 


unde ο. sint constente arbitrare (numárul lor este acelasi cu 
j 

multiplicitatea lui A.) à 

ο 


Ambele serii (28) (29) sînt uniform si absolut convergen- 


Deci, đaci cunoastem autovalorile si autofunctiile nucleului 


il să se reprezinte soluţiile ecu- 


b 
o 
H 
H 
p 
ct 
pn 
B 
kt 
na 
ct 
^ 
x 
o 
tn 
ct 
o 
3 
o 
m 
m 
ER 
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atiei (26) sub forma unor serii ai cáror termeni sínt autofunc- 


ν 


- DIE = 
unde k(t,s) este un nucleu bermitian 5} anume von gási dez- 
voltarea în seris B soluţiei. 

Deosrece 


x(t) - f(t) 


b 
AS k(t,s)x(s)ds , 
a 


rezultá cá x(t$ 一 f(t) = g(t) satisface condiţia cerută de 
teorema lui Filbert-Schmidt . 
Sá presupunem cá A nu este o autovaloare pentru k(t,s). 


Atanci, (8, Y.) = MAA, φ.) = AA + £g, φι). Aceasta 


conduce la 


A ' 
(27) "ifo Ἔα {πμ 9:5 μμ, 
si ín consecintá 
00 
= (f, φ.) 
(28) x(t) = £(t)'+ AZ u q;G) . 


jz1 AA 


Dacă A coincide cu A_ atunci (27) nu are sens pentru 


O pentru toţi j pentru care 


n 
acei j, pentru care A; =A_ . In acest caz, (26) are solutii 
dacă si numai dacă (f, Q42 Ξ 


A = A. Cu aceasta x(t) devine 


3 n 

(+ 
(f, Q 

(29) xd «di κ AZ Q.(t) e 2.. ο. Q;CtO, 

A xA, Ai” ar JJ 
j^ や "p a 
unde c. sint constante arbitrare (numărul lor este acelaşi cu 
multiplicitatea lui A). 


uniform si absolut convergen- 


ile nucleului 


se reprezinte soluţiile ecu- 


căror termeni sînt autofunc- 


3 8.4. Nuclee si sisteme complet 


Conceptele de nuc: 


sînt necesare în studiul unor ecuații 


nalitatea nucleelor hermitiene reale (adică s 


reale). Obtinem b b 
(32) (kt,s)x(a)as = fx (t,2)x(s)as ; 
a a 
b 
・ UJk(t,5)x(s)as ll = IE xll — O, cînd n — co, 
a 


aşa cun s-a arïtat în demonstraţia teoremei de dezvoltare (de- 


oarece JE xil < | Ell «lx! si {ΚΗ — 0, pentru n >œ). 


\k(t,s)x(s)äs]| = 0, ceea ce implică (30). 


cá nucleul simetric k(t,s) este complet, dacá 


crice relaţie de forma (30) cu x(t)€C [a,b] icá 
DEI TER 
Sistemul ortonormal fete) este complet pe [a,b], 


dacă condiția (31) cu x(t)€C [a,b] implică x(t)20. 


η complet confine 


ο infinitate de elemente fiindcá spatiul functiilor continue 


nu admite o 


o fun 


iunc; 


2 
+ 
o 
の 
D 


i 
トン 
ς 
1 
+ 
R 
ツ 
> 
Xn 
h" 
E 
= 
+ 
で 
V 
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て 


Le lui A sínt numite valor 


vor fi opr ti 
1. Orice autovaloare te ez 
l, adică două funcţii proprii distincte ce co: 2 ele Și 
factor constant. 
II. Douä ce co ral distin 


p 


e 


+ 


iSt 


in 


w 


a 


|A- alt 


problen 


7 


8 8.6. Reducerea la o ecuaţie integralä : 


primul caz. 


sá considerám ecuatia diferentialä 


m r S. e οκ b. ελ. Di 
(38) L(x) = [po E ]-amr=0, 
a cărei singură soluţie ce satisface (34) este xít)= 0. A- 


ceasta înseamnă cá A= 0 nu este o valoare proprie pentru pro- 
blema Sturm-Liouville (33),(34). 


Fie x(t) o soluție a lui (38) ce satisface prima condi- 


ct 
w 
< 
o 


tie (34) si nu este identic zero pe [a,b]. Prin x っ ( 


nota o soluţie a lui (28), astfel ca a oua condiție (34) să 


fie satisfăcută şi x(t) £ O. Din formula lui Liuoville,ob- 


tinem 
(39) x (HR) - (も )xo(t) = ーー , t €fad], 
1(t)X2 ‚tx, πετ 7 


deoarece ecuatia (28) poate fi scrisä 


£($) + REC $4) ~ 902 (+) -ο. 
p(t) p(t) 


Functiile x, (4) si x(t) trebuie să fie liniar indepen- 
dente, ceea ce înseamnă C #0. Altminteri, ati x(t) cit si 
x,(t) ar satisface ecuaţia (28) si conditiile (24) -- contrar 
presupunerii cá A = 0 nu este autovaloare. 

Deoarece functiile x(t) si xj) pot fi alese astfel 


încît OC = -1, (fiecare este determinată pînă la un factor 


constant) avem un sistem fundamental de soluţii, astfel încît 
(any x, (tot) - (Wa (tt) = - —— , tel 


Pi 


considerăm acum ecuaţia neomogenă corespunzătoare lui 


(41) L(x) = -f(t) 
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te valabil pentru + = b, adică 


satisface de asemenea cea de-a doua conditie (34). 


w 


Deci, am demonstrat că ecuația (41) are cel puțin ο s 


oare . 
p fi scrisă sub f 
L(x) = -Ax(t) , 
a problemei Sturm-Liouvi va 
b 
(49) x(t) = A\G(t,s)x(s)ds , te [a,b] 


- E Rc ud 
7), intr-adevár, 


cu G(t,s) dat de (4 


(46) cu f(t) =Ax(t). Invers, din (49) 
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(51) 


de 
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Loar 

(52 
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in C 


rece 


in (51 


Mj 


corespunde situaţiei ci: 


problema 


21 de numa 


£13 


Sturm-—Liuovil 


unár real ce nu este 


r existä, 


un sisten 


este 


n 


autovaloare. 


un, ope erential 
din paregraful trecut. 
cá problema noastră este 


- YES 
A fo? 


echivalentá 


b 


r 


] ば 


a 


ο 


ου 


(t,5)x(s)às 


deoarece ecuatia (33) poave fi scrisä 
= ὡς Au A_)x。 Dacä notám cu LU T = 

prii ale nucleului Gots), rezulta ν 
problemei Sturm- Liouville sínt U^ + A 


O 
Aceleasi concluzii pe care le-am stabilit in 3 


si in cazul de fatá. 


t 
x(t) = AS k(t,s)p(sOx(sjus , 
a 


ín care k(t,s) este un nucleu de tip Hermite iar 


fie continuă pozitivă pe [a,b]. Sá se arate că 


le 
LOC 
iunc 


&tie se poate reduce la o ecuaţie cu nucleu hernitia 


o funcţie convenabilă ce depinde 


decucá proprietăţile corespunzătoare ale autovaloril 


+ 
Us > 
or 31 


istreze urmatoarea vroprietete: 


y(t) sint funcţii proprii ce corespund la autoval 


3. Sá consideräm un sistem Sturm-Liouville in conditiile 


specificate in $ 8.5. Să se demonstreze cá λ- 0 poate fi 


o autovaloare. 
Indicatie. Se va studia ecuaţia X +Ax= 0 cu condiții- 


x(a) = x(b)= 0. 


m 
M 


4. Să considerăm ecuația neliniară de ordinul II E = f(t,x) 
si condiţiile la limite x(a) = A, x(b) = B. Sá se arate mai 
íntíi cá problema valorilor la limitá este echivalentá cu al- 
ta, de acelasi fel, cu conditii la limitä omogene (adicá A = 


03 α 


| 
LU 


se gáseascá o ecuatie integralá de tip  Hammerstein 


se 


S 
(vezi problema 9, cap.VII) care este echivalentá cu problema 
valorilor la limită enunțată mai sus. Dacă f(t,x) este con- 
tinuá şi mărginită pentru t € [a,b], -oo«x«*o atunci 
existá cel mult o solutie. 

Indicatie. Dacă G(t,s) este funcţia lui Green a operato- 
‘rului L(x) = x, cu condiţiile la limită x(a) = x(b) = O, a- 
ttunci ecuatia integralá pe care o avem in vedere poate fi scri- 


¿sá sub forma : a 


x(t) = J G(t,s)f(s,x(s))ds . 
b 
5) Sá considerám nucleul lui Poisson 


2 
k(t,8) = - —— X 


1-2h cos(t-s)*h 
fin care t,sé€ [-%,&] si |h| < 1 . Sá se demonstreze οὔ 


7valorile proprii ale acestui nucleu sînt numerele 
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subiecte si teme interesante au rămas in a- 


Deoarece 


fara expunerii noastre, 


unele rezultate care să completeze unele probleme ce au 


ct 
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の 
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prezentate in capi 


tratam in intregime subiectele abor 


cá subiectele で 
cititorului pentru c: st 


vy =t y 
κ.) X = οἱ t,x) , 
ind? Ww sx) este o functie Da 
x e ο Tuncti p 
) és dE ee Ε 2 e 323 
- EVE. FAS (IG HT Da 
o ο o 


© 
[t 


t xistont T 
4 Emi ia - rf + - 
t o soluţie x = x(t 8 £ 
iCeasua sS »Tinitäa pe し 会 も も +0 2 の 
1 ο 5 

la i ap = ED 

Ἐν lar = ED, 

( 

acum că ^ y 


"τ |œ (t,x) - 60, (t, 721 < LX - yl 


(a 

に n 

uniform pe D. Existenfa unui astfel de sir rezultá din teorema 
1) E / 

d are a lui Weierstrass < In particular, w (t,x) pot 


5€ oat 
se poave 


— - 


unce 


Ep lt) 


τ 
b. 


Dacá x(t) este o solutie a ecuatiei (1), definitä pe 


Foto +d] aşa încît x(t,) = x, , atunci 
x(t) =W(t,x(t)) < wm, (t,x(t)) ; 


din care obtinem (vezi 3 2.5) 


(7) x(t) € x (t), te [torta +d], a 


|.) 


in (6) si (7) rezultá x(t)< Xy (4) < 
In consecinţă, 


1á lui (1) prin 


dat se poste constata din urmátoarele: de 
" Εν η sè 23 : < 
si x,(t) ar fi ambele soluţii maximale atunci ar & 
M 
TT "E. t ; 
x(t) € x,(t) si x, < Zu(t). Deci, X 
í M ii 


Un rationament asemánátor poate fi folosit pentru 


stra existenta solutiei minimale x (も ) prin (t,x, 


‚x. ) este considerat aşa încît t,<t,<t, 


Este interesant de subliniat urmätorul 


2231 


と フェ 


Daca x(t) este ο solutie a ecuatiei (1), definitä pe 


[6 ¿»t, +d] asa încît x(t ,) = x, , atunci 


x(t) 29(t,x(t)) € «x, (t,x(t)) , 
din care obtinem (vezi 3 3.5) 


(2) x(t) 4 x,(6) , ve [tort, +9] f 3s ql 


Din (6) si (7) rezultă x(t) < x(t). 
In consecinfá, xy (4) definitá mai sus este solutia maxi 


1& lui (1) prin (t X5). Că soluţia maximalä printr-un punot 


Gat este unică, se poste constata din următoarele: dacă x 5) 
. ον ^ A fui 2 . 
si X(t) ar fi ambele soluții maximale atunci ar avea loc 
es a w . ^ 2 , N ο” 
relaţiile x,(t)< X(t) si Xy € Xy(6). Deci, x(t) = x.(: 


ceea ce demonstreazá unicitatea. 
Un raţionament asemănător poate fi folosit pentru a demon- 
stra existenta solufiei minimale x(t) prin (κο). 


Observatie. Este interesant de subliniat urmätorul aspect 


Dacă C(t ΧΑ) este considerat aşa încît t <t,<t, +0 , 
Xy = Xy (t1), atunci solufia meximalá prin ($5 x4) coincide cu 


x(t), pentru t > tje Intr-adevär dacă soluţia naximalá prin 
(45x12, să spunem  X,(t), este astfel încît X(t) > x..(t) 
- ok An. 


pentru 


ct 


> t,, atunci soluţia definită de : 
(Xy 04) y HE [55:51] ; 
(Xy O0 » も > tao 


tia aratá cá xrr( も ) este soluţia maximalá prin orice punct si 


că (1) este dat în domenivl SER, cv 


Demonstraţie. Este evident c: 
sânt soluţii ale lui (1) definite pe semiaxa 
(10) Ix, (4)1 Sri. "ει n 
Intr-adevár, 


E ェ (も ) = xt * nT) = w(t+n?,x (t*nT)) = 


=w(t,x,(t + nT)) =w(t,x,(t)) , 
ceea ce aratä cá x (t) sint solutii ale lui (1). Evaluarea 
(10) rezultă din |x, [I< M , t 7 O- 

Dacă pentru anumiti n Xx, (0) = X541)» proprietatea de 
unicitate conduce la x (= Xa 06), adică x (t + nT)= 
=x,(t + (n + 1707) =X (t + nT + T). Aceasta dovedeşte cá 
x (4) este o solutie periodicä a ecuatiei (1), cu perioada Τ. 

Sá presupunem acum, pentru precizare, cá x (0) < x。(0) . 
Aceasta implicá xj) < x, (6), も 20, dacă tinem semma de 
unicitate. Pentru t = nT obtinen x (0) <x 


n41(0) si, prin 


urmare x (も) < x 


(t), #>0. Deci {ze} este un sir 


nel 
crescátor. Din (10) rezultá existenta limitei : 


(11) lim xp (4) =x(t) , t>0 
n> 00 


Pe de altă parte, există N 20, aga încât |w(t,x)| < N 
pentru t >0O, |x| < M. Din (1) vom avea 
(12) Ix, CO) - x,(s)] & N lt - sl, tys 20, n= 1,2,... 
Din relatiile (10) si (12) urmeazá ca sirul x 04) este 
uniform mărginit gi egal continuu pe semiaxa t> 0. Prin ur- 
mare, se poate aplica lema lui Ascoli - Arzelă pe orice inter- 
val închis de pe semiaxa pozitivă. Deoarece orice gir monoton 
ce conţine un subşir convergent, este el însuşi conve 
deduce (11) are loc uniform pe orice interval má 


x(t) este funcţie continuă pe semiaxa t 2 0 


a 234 = 


solutie a ecuatiei (1). Ultima aserfiune rezultá cu u- 


n gee n 
considerind că x, (0) > ξ, ES M, cînd n — 
Deoarece x(T) - lim x4) Ξ lim Xe (0) cînd n > o, 


obținea x(T) = E= x(0). Der x(t + T) este de asemenea o so- 


lutie a ecuatiei (1) gi aceasta are semnificatia cá x(t + T= 


Teorema lui Massera este astfel demonstratä. 


atului de mai sus, constă mai ales în 


ct 
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m 


renta unei soluţii periodice ss reduce la exis- 


feptul cá e 
tenta unei soluţii mărginite. Desigur, avem in vedere ecuații- 
le periodice, adică acelea in care w(t + T,x) = (t,x). 

Ca o ilustrare a teoremei lui Massera, vom considera ecua- 
tia (1) ín aceleasi conditii de mai sus si vom adäuga : 
(12) Calta) € 0, w(5,b)> 0 。 セン Oi 


numore reale. 


b <w(t,b) , t 5,0, deoarece a=b=O。 
Dacă x, este estfel încît a<x,<b , atunci soluţia 


x(t) a lui (1) cu x(0) = x, este definită pe t>0 gi 


w(t,x) = (=~ ) x +wlt,c 
x 
. găsim w(t,a) € ma +0(t,0)< 0 pentru a<o0, ou fal sufi- 
cient de mare (deoarece &(t,0) este periodică, deci märgini- 


tá). La fel , w(t,b) > O , pentru Ὁ suficient de mare. 


8 9.3. O teoremă de oscilație 


Ne vom.ocupa in acest paragraf de ecuatia diferentialá de 


ordinul al doilea : 
(14) 中 (p(t) El+ aux 20 , $20, 
unde p(t)> 0 este continuu diferentiabilá pe tO 3 
q(t) este continuá. 

O soluţie x(t) a lui (14), care nu este identic zero ve 
semiaxa 52 0, este numită oscilatorie dacă există un gir 


fe.) » tp — ©, aga încît x(t) zm. des Des 


1 


UJ 
Teorema de oscilație pe care vrem s-o stabilim este urmä- 
l 
toarea ) 1 
O condiţie suficientă ca orice soluţie a ecuaţiei (14) sí 


fie oscilatorie este 
Co 00 

(15) ἵ 25 ーー f a(t)dt = +00 . 
p(t) 


ric 
AAA A 


Demonstratie. Mai intii, sá observám cá pentru ori 


tie x(t) a lui (14), aşa încît x(t)%0 


(16) y(t) = px/x 


satisface ecuatia lui Riccati 


(17) y + y /p +q=0 te(t,,t 


cintä, pentru t 
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cu originez, 


menea ο parte a traiectorie Dacă puren împreună ercele tra- 
« 4 ez 
;y Vezi = 4) 
Am putea demonstra unui ciclu pentru ec i 
Asa cum am vázut mai sus, 2 suficient 


- - / NN ΓᾺ ως ww Ὁ „ge 3433 
i ο .,7(0-)7) y € »U, 1 ο... -jt ) 
sub [ pînă ce atin -lor. Du < y ve 


traiect: 


r 


t 


-> 


aria 
oria 


e, 


cuvinte 


egati 


ct 


| 
> 


Ὁ 
> 


vl 


d 


—> — ©, deoarece [ΡΧ| devin 


H 


laită în teoria circuitelor 


unei soluţii periodice diferite de 


Gilt 


F(P) = a(P,B) - a(P,A) e 

Se poate constata cu usurinfä cá 
(45) 6 F(P)> § > P< と 4 si F(P)< =$, PEB. 

Fie y(t), も 、 そ も くそ νο solutie a lui (41), ce pleacä 
din (& x^) si ajunge într-un punct din A. Prin z(t) vom no- 
ta o altá solutie a lui (41), ce pleacá din (t,,x?) si ajun- 
ge într-un punct din B. Atunci (45) implică 

F(Y,yCO»)$ , F(Uz(T)) < “$ . 


Vom construi un şir de funcţii (at) 。 asociat lui y(t), 


punind Jat) = y(t, 5), taj くも < taj+l’ j = 0,1,...,n-1, unde 
E E VI i E 
TES t, + ja (τ t,). Avem lim xQ 2 = y(t), cînd n0, 
uriform pe [tt] . 

Dacá notám 
(47) & (t) = f(t。y( も )) - f(x, COD, te [tel 


rezultá cá 


(48) lim: & (t) = 0 
ng P 


uniform pe [tot] 。 Intr-adevär (48) rezultá din faptul că 
f(t,x) este uniform continuă pe D. 

In mod asemănător, putem construi sirul {x,(t)} cu 
lin 2, (4) = z(t) , cînd n — œ uniform pe tor] » Dacă 
(49) fi = f(t,2(t)) - f(t,z,(9)), t€ [to τ] ; 
atunci 


(50) lim f (t$)-20 , 


n > oo 
uniform pe [to て | . 
Deoarece F(P), definitá de (44), este o functie continuá, 


din (46) rezultá cá : 


pentru n 7 N. 
Eon FIR? : / | a 
Să defirim acun şirul {x (5) { ; me Lye csv: 9 € [t Vi 


u €[0,1] , dvp3 cum urmează : 


(52) Y: 


o 


[5 : t る も そく も ] > 


tnl 
xo, ) [£(s,x,(ssu))s$,(ssulhs, tagt <ta 
ο 


5 Pf a (a Ac + + 
[x [£(5,x, GG u)) eg, (550) ] S, „St € kel 
N 
^ kr a 23 2 : $C 
Deoarece SII, sint funcţii continue pe porţiuni in 


t lin 6。(tiu) = a, cînd n > c 


i 
uniform pe [5,7] x [0,1] 。 din (52) rezultá cá 
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ct 


continue pe porţiuni in + şi continue in u, u€ 


vem, evident, xx_( も j0) = y(t), mw (bil) = z (6) , n= 13,2,..- 
n n 1 n 
ax anes dens Ls e Pp (u) = ln y (Wen) 
Să considerăm acum funcyia in u,F, z(u) = Flu,x, (Tju)) , 
N 1 


este ο funcţie continuă gi (51) implică 


ve [0,1] . E 


w 


( š N " 
Ix. tim) | contine la 
care fun 


IS... = Er Bee 


tcr 
Este uşor de verificat faptul că şirul [x C?) este uni- 
form mărginit si egal continuu, dacă tinem seema de proprie- 
tatile lui f si f Prin urmare, există un subgir uniform 
convergent al lui 0} 。 aşa încît funcţia limită, să 
spunem x(t), este continuă pe [t,t | + Dar pentru t gin 
fixati, t € [ες Ὁ] , se poate găsi un j, O<jZ<n-1, aşa 
încât t, そ も Sty j+1 . 


Deci 
t 


ARE E 
nj 
pentru un n suficient de mare. Deoarece t - も nie LP 


gásim c [x imp] are un subgir uniform convergent pe 


Ε38 
[t5,t ] iar functia limitá x(t) este continuá pe Ctar] : 


Din (53) rezultă cá x(t) satisface ecuația integrală (43), 
adicá este o solutie a lui (41), ce trece prin (t,,x?) " 

Dar Εν παρ) =:0, a = 152,000, conduce la PF(T,x(t)) = 0. 
Aceastá relatie contrazice (45) 64 teorema este astfel demon- 
stratá. 

Observaţie. Ultima afirmaţie a teoremei, adică conexiunea 
lui Se, se datorează lui Kneser. 

Demonstrația este aceea dată de K.Hayashi!), 


Dám mai jos un alt rezultat apartinind lui Hukuhara. 


Teoremá. Fie (て ) un punct pe frontierá lui S. Atunci 


3 * š ^ N O, 
existá o solutis a lui (41) care uneste sx") 54 (て ,F ) 


asa incit sá fie formatä numai din puncte ce apartin fronti- 
erei lui S. 
Demonstrayia se sprijinä pe teorema precedentä si necesitá 


o argumentatie asemänätoare. Aici, o vom schita numai. 


1) K.Hayasbi, Memoire of the College of Science,Univ.of Kyoto, 


1954. 


se poate demonst priatr-un r 
tw, esa încît 
ο solutie a lui (41) cere pleacá dintr-un anumit pu 
Sg! si ajunge in *= €% (X >. Pentru orice 
tural, se considera subdiviziunea lui 


tel» echidistante t = ο 1 νους ορ 


nj’ 9 
Apoi se poate construi o soluţie, „aproximativä" a problemei 
dupá cum urmeazá: fie Pal un punct limita al lui S, situat 


in hiperplanul t = t , asa încît să existe un arc de 


n,n-l 
traiectorie cu extremităţile in Pel Si P ; considerám vn 
punct P 24 , ce joacă acelaşi rol pentru P, τ, ca P pen- 
n-2 n-l n=l + 
tru P, si aga mai departe, Obtinem o soluție ce trece printr- 


un sir de puncte limită Py Por... oF a lui S unind 


n-l 
Py = (ty) cu P. 0 astfel de soluţie nu se află 


pe frontiera lui S. Cu toate acestea ea poate fi consideratä 


ca ο solutie aproximativá, deoarece este foarte aproape de 


fronuieră. Mulțimea acestor soluţii ce corespund waor n arbi- 
trari, este uniform nărginită si egal continuă pe ft» ζ]. 
Aceastá observatie corduce imediat la existenta solufiei care 


ne trebuia. 


$ 9,7. Ecuatia integralá a 


in 1826, Abel a gásit o ecuatie integralà, plecínd de le 
problemă de mecanică. El a exprimat soluția printr-o metodá 
cărei eleganță îşi păstrează pînă azi frumusejea. 

In cele ce urmează vom considera o clasă mai generală de 


cuatii integrale, cunoscute ca ecuațiile g 8117359 
Abel. Ele sint ecuatii integrale Volterra de speta I, 


racteristica lor importantă constă în faptul 


- 254 - 
funcţii esenţial discontinue. Mai precis, ne vom ocupa de e- 
cuatii integrale de forma 
も 
55) f ts) x(s)as = f(t) , ON の 2-2, 
ο (tes) 
unde k(t,s) si» f(t) sînt funcţii continue pentru O<s<t zT 
Să presupurem că există o soluţie a lui (55), continuă pe 
(0,7) şi integrabilă. 


Din (55) deducem cu uşurinţă 


t u t 
f du x | k(u,s) E $ f(u)du 


o (t-u) (u-s)* (t-u) "se 


Ordinea integrárii poate fi schimbatá si gásim 


t t t 
(56) (s)ds Elu,5 du = f(u)du 
jx a ) (t-u)*"“(u-s f* ) =u) ~~ 
Să notäm t 
(57) n(t,e) = ( HB, 
4 ) (tu) u-s A 


Funcţia h(t,s) este continuă si se poate reprezenta de a- 


semenea prin formula : 


1 
(58) h(t,s) = ἢ Hstultosdi8l a. 


ο an) vr 


Din (56) si (57) rezultä 


t 
(59) ) nt,s)x(s)as = F(t) , 
unde i 
e f d 
(60) F(t) - f(u)du _ 
: f (taa)? 


Ecuația (59) este o ecuaţie Volterra de speța I cu nucleu 
continuu. Deci, orice soluţie a lui (55) satisface de asemenea 
(59). Afirmația inversă, este de asemenea adevărată. Dacă x(t) 


o soluţia a lui (59), notän , 


\ sg ーー 
e r ἂν B = 
re t ] functiil 
E ~ - 17 っ nAynt - 
in mai σαι υς AP GL ゃ 
Prin 
conditii mai puternice ( 
στ κε ίσα 
ecuayla (2 
Fent a 
v XN A 
k(t,s) = 1. 
o (t-s) 


T 
Compa 
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care diferä de ecuatia originalá a lui Abel, numai pentru 


că apare Y în loc de ちゃ sven h(t,s) = ——— 9 (59) 
devine 
4 
( x 
f x(s)äs = sino! F(t) < 
Jt 
o 


Prin urmare 


re) Binet prey ino [ f(O 
XLV) = ^ LLL) = m y λε 6 
A Mt t 
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E A NOE Ek 
SISTEME CU DIFERENTIALE TOTALE 


de prof. D. Petrovanu 


S 1. Scurte consideratii introductive 


Ὁ 


Sá considerám intii ecuatia 
n 
(1) R(x] eae XQ 2)d2 + È Ry (Hy ree σαν 200) Πα 


O astfel de ecuaţie, în care Ry se presupun functii conti- 
nui de punctul (xi no ee X452) intr-o multime D din spayiul eu- 
clidian real cu n dimensiuni, se numeste ecuatie cu diferen - 
tiale totale. Un caz particular al ei a fost considerst ín 
cap. 1, ὃ 1.5. 

Definitie. Numim varietate integralá de dimensiune s a e- 
cuatiei (I) (sau integralá s-dimensionalá a lui (1)) un grup 
de funcţii z= Ἑρίαῃ»»» sug)» Xy = Xa se ee ,u,), (ka 112,995 
n), de clasa cl pe o mulţime A din spaţiul variabilelor rea- 
le 1.95 astfel ca:1) Rangul matricei funcţionale 


τ Š 3 
D( For... Xp) ER, 5 ; * 

- ーー sá fie egal cu 5 pe multinea A , 2) In- 
ΕΝ = 


troducind $n (I) $n locul lui ZX) ye 00 Xp funcţiile Yo: 03 


cial yoo X (Uy eeu.) sá obtinem o identitate ín Uz pes Uso 


5 8 


Observaţie 1. Dacă s = n (adică avem o varietate integra- 


lá de nimensiun eximá Si ra 3 
là de dimensiune maxima n) şi rang = =n, atunci 


că deplasarea 


の 
că 
I 


(Ky ot Ey yy ve eer Zax, $1,255.» sie 


de 


Aici, 24,,-..«.,2, Sînt concepute ca funcţii necunoscute, iar 


. Se, numeşte suprafaţă integrală (sau soluţie de 


Jimensiune maximă, sau, pe scurt, prin convenţie, soluţie) a 


x ーー こい a e と 1 
g emului (III), un grup de funcţii de clasă © (S) z; = 
Ξ Cy soes sZ ); (i = 1,92,...,m0), care verifică identic sis- 
1 n 


timea 52 din spaţiul variabilelor Xy see Xp» 


Sistenul de ecuaţii cu diferenţiale totale 


ZII) este echivalent cu sistemul 


imită, Ele au fost intilnite în diferite 


dar nu ne vom ocupa de ele aici. In 


schimb, ne vom ocupa de un gen de problemá cu valori initiale, 


Sá consideräm conditia (lui Cauchy) 


or) 2: $0 OS qw / y 
(V) Z reed.) = 25 κα CS = κος ο) κ 
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Cauchy" (V). Problema (111),(V) 


1 jin T に 


ου z" transpusul acestui vector, conditia (V) se 


Se ο 
y) z(x?) = z a 


8 2. Problema lui Cauchy pentru sisteme complet 


integrabile. Teorema de existenţă 
id tr Es nn 


(3!) az = e r em ELS 
(150 dz, = Page ee yh By yee Za Oy , 


` (0 ο ο " 
(95) 2, (Xq 1... Χρ) = Zi» (i= L¿Lye e ολ, 
nea .O ο ο > 1 
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η 1 m 


) următorul grup de ipoteze ὁ 
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= poe Î 3 gaesti Amprouna ri je] S - si 
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‚se numeste conditia de 


grabilitate. Dacá sistemul (1) o satisface, el n t 
tem complet integrabil. 
Ῥ 
Observatie 6. Presupunem cá sistemul (1) sat i 


le (1). Atunci, dacä (1) - (2) are o solutie C 

fie ea 2z = て (x) 4 Şi lita 
Y, 
Sx) 1 

unde integrala curbilinie este luată de-a lungu r i 


x. Deci, 


ble Cauchy (1) - (2) este si sol a 
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(1 f. .«,mb DG .1.2....)ω Dé vade imediat, prin inductie 
dupá r, cá zx) sint definite gi continue pe cubul (C) 


Si cá n 
PIES ー zi | < M NES - rl る Mnó < Hs 


(i = 1,...,m; r = 1,2,...). Observăm apoi că 26?) (x) sint, 


pentru i fixat, suma partialá de ordin r a seriei 


00 
ο (r) (r-1) x E 0) E Sa 
(24) 2 zi + [zi (x) - z i (x) J + Dacă arătăm cá această 
serie este uniform convergentă pe (C), rezultă deci cá şirul 


z(7) (x) este uniform convergent pe (0). Să demonstrăm acum, 


prin inducţie, că avem 


n 
[ Lan 2. [x, - x? |] 
Q9 I) PG τὰ. ash 


(i = 1,..,m; r = 1,2,...), unde L este un număr astfel ca 
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suprem fiind luat după i,j = 1,...,m; k= l;...,n; k zx e si 
σον ~ t : y en M 2 

(x,2) €(UL) 。 Se vede imediat cá (15) e adevărat pertru r 

Presupunem cá (15) este adeváratá pentru r = q». După teorema 


mediei, (16) si (15) obtinem 
f n , 
Pan 5 259 (8,0) = pa γ| ς 2 [VE ) - 
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Diin ultimele dou& inegalitáti, rezultá, dupá cíteva calcule, 
5), cáci 
n pel 
n Tk n a| ΣΙ. -x° 1] 
pN | ( jp -x° | + 5; Ix -αρ ] £ EN A 
ze LEE $32 Σ 5 E. p*1 
Formulele (15) ne aratá cá seria (21) de mai sus este uni- 
form convergentă pe cubul (C) (după criteriul comparatiei,cáci 
membrul drept al lui (15) este termenul general al unei serii 


uniform convergenie). Fie acum 


(D) « tow iris 


Evident, Z,(x) sînt continue, datorită uniformei convergente 
) ax 
a sirului de funcţii continue 26? x). Tot datoritä acestei 


uniforme convergente se poate trece la limitä sub semnul in- 


tegralä in (14). Obtinem, notind Z(x) = (2. (x),. . «Z4 (x2), 
n x, 
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adicá Z(x) este ο solufie a sistemului (7). Ea este gingura 


:solutie continuă a lui (7), cäci dacá em avea ο altá solutie, 
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n TE 
I2(x) = 2* GL < x | NM - 5. Gy 2*,)| am, |< 
k 
n XY | 
xL = | )。 za - Esplá, |. 


Aplicind acestei inegalităţi lema de mai sus, obţinem, după (9), 


lz- Z*ll 4 (1 - exp(-Ind)) iz = 2", . 
is nn ωρών ες. & ヽ ヽ = x x 7 = 1 
Cum (1 - exp(-Ind ))< 1, rezultă cá IZ - 21}. = 0, deci 
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uniform la O, şi de 


uniform la lim P(x, ) ) ) dupá o 
τ > oo 


be cunoscută teoremă din analiză, există şi sint cont 
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te derivatele 9Z(x)/0x., s Sgt 


demonstratá. 


Observaţie 9. Din chiar cele expuse înainte 


tre sistenele de ecuaţii diferenţiale ordinaze şi cele cu di 


ferentiale totale există unele analogii (aceasta este gi fires 


pentru cá, pentru cazul n = l, sistemul (1) de mai sus dev 


o ecuaţie ordinară), In realitate, analogia pe care o observăm 


este mult mai adîncă decît ne-am putea aştepta. Multe 
de prelungire a soluţiilor, de comportare la infinit, de s 
bilitate a soluţiilor, de tratare a ecuaţiilor liniare şi a 
tele permit o tratare cu o tehnică asemănătoare celei intil 


te la ecuaţii ordinare, 
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